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Arastirma Makalesi

(074
Makale Tarihgesi: Diizenli ayrit baglantililik yeni bir kosullu baglantililik tiiri olup, bu
Ezglif?:r?ﬁ.i%é%gzzzs kavram baglantisiz yapilan her parga grafin diizenli olmasi esasina
Online Yaylﬁlaﬁméz 20.12.2023 dayanir. Bu ¢aligmada, hiperkiip graflarinda ve bir tam grafin yol,

¢evre ve bir tam grafla kartezyen ¢arpimindan elde edilen graflarda 1-
diizenli ve 2-diizenli ayrit baglantililik incelenmistir.
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Bilimleri Enstitiisii Dergisi 2023; 6(Ek Say1): 415-425.

1. Giris

Uygulamali matematigin bir dali olarak kabul edilen graf teorisi, fen ve miihendislikte karsilasilan
bir¢ok baglantililik probleminin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Graflardaki tepeler, iletisim aglarindaki
baglanti noktalarimi temsil ederler. Graflarla ifade edilen herhangi bir ag yapisindaki bozulmalar
durumunda bile baglant1 noktalar1 arasindaki iletisimin siirdiiriilebilirligi esastir. Bir iletisim aginin
baz1 merkezlerinde ya da hatlarinda meydana gelecek bozulmalar, agin fonksiyonunu tam olarak
gergeklestirmesini Onler. Bu nedenle iletisim aglar1 tasarlanirken ag topolojileri icinden bozulmalara
karst direnci olabildigince ¢ok olan birinin, digerlerine tercih edilmesi bu tip bir sorunla

karsilagilmasin1 bastan azaltmig olur. Bilgisayar bilimlerinde, bir bilgisayar agindaki bilgisayarlar
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tepelerle, bilgisayar agindaki iletisim kablolar1 ayritlarla modellenebilir. “Bir bilgisayar aginda en az
kag tane bilgisayar veya iletisim kablosu bozulursa ag islevini yitirir?” sorusuna cevap aranirken graf
modelinden yararlanilir.

Baglantililik kavrami; ag tasarlama, planlama ve dayaniklilik problemlerinin algoritmik agidan
incelenmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Bir agdaki baglantililigin kalitesi, bu ag1 temsil eden graftaki
tepelerin ve ayritlarin baglantililig: ile iligkilidir.

Bir baglantili graftan silindiginde bu grafi baglantisiz yapan tepeye kesim tepe, kesim tepelerinden
olusan minimum kardinaliteli kiimeye ise kesim kiimesi denir. Kesim kiimesinin eleman sayisina
kesim degeri denir. Bu deger, graflarin baglantililigini ifade etmek igin kullanilir. Bir baglantililik
probleminde, baglantililik degerine ulasilabilen veya bu degerin muhafaza edilebildigi bir graf
tasarlanir ya da mevcut graf tizerinde degisiklik yapilir.

Bir baglantili graftaki herhangi iki tepe arasindaki kesismeyen yollarin sayisi ile baglantililik sayisi
arasindaki yakin iligkiyi ifade eden teoremi, Menger 1927 yilinda ispatlamistir. Baglanti problemleri
ile ilgili bir¢ok algoritma, bu teorem ve bu teoremin yorumlanmasi ile gelistirilmistir. Gelistirilen bu
algoritmalar vasitasiyla bir grafin baglantililik sayis1 bulunabilmektedir. Ancak hangi tepe veya
tepelerin silinmesi gerektigi bu algoritmalar yardimiyla bulunamamaktadir. Iste bir grafi baglantisiz
yaparken belli sartlar1 saglayan, hangi tepelerin silinmesi gerektigini bulmak i¢in kosullu baglantililik
kavrami tanimlanmistir (Harary, 1983).

fgili literatiir incelendiginde, kosullu baglantililigin iki yeni gesidi olan kisith baglantililik, Latifi ve
ark. (1994) tarafindan ve ekstra baglantililik ise Fabrega ve Fiol (1996) tarafindan tanimlanmustir.
Zhou ve Ou (2014), graflarin korona ¢arpimlarinda kisitli baglantililigin degerlerini aragtirdilar. Ou ve
Zhou (2015), graflarin kuvvetli ¢arpimlarinda kisith baglantililigin degerlerini arastirdilar. Wei ve
Hsieh (2017), yerel olarak biikiilmiis kiiplerin h-kisitli baglantililigini incelediler. Balbuena ve
Marcote (2019), Kneser graflarinda kisith baglantililigi karakterize ettiler. Ma ve ark. (2019), graflarin
kronoker ¢arpiminda kisitli baglantililigi arastirdilar. Lin ve ark. (2020), ayrik yildiz aglar i¢in kisith
baglantililig: incelediler. Li ve ark. (2021), genellestirilmis hiperkiipler i¢in kisith baglantililig
hesapladilar. Liu ve Meng (2021), Dcell aglarinda kisitli baglantililig1 hesapladilar. Li ve Yang (2013),
hiper graflar i¢in ekstra baglantililigi incelediler. Yang ve Li (2014), ekstra kenar baglantililik
acisindan katlanmis hiperkiiplerin giivenilirligini aragtirdilar. Zhang ve Zhou (2015), katli hiperkiipler
icin ekstra baglantililign hesapladilar. Hao ve ark. (2016), simetrik graflarda 2-ekstra baglantililig
aragtirdilar. Wang ve ark. (2016), balon sirali y1ldiz graflan igin ekstra baglantililig1 karakterize ettiler.
Li (2017), dengeli hiperkiipler ig¢in ekstra baglantililigi inceledi. Zhou (2017), hiperkiip aglarina

benzeyen graf siniflar i¢in ekstra baglantililigi hesapladi. Li ve Xu (2018), 3—ekstra baglantililig
dengeli hiperkiipler i¢in arastirdilar. Lv ve ark. (2020), diizenli iletisim aglarinda ekstra baglantililig
hesapladilar. Li ve ark. (2021), baz1 aglarda ekstra baglantililigin parca baglantililik ile iliskisini
incelediler. Guo ve ark. (2021), diizenli graflarda ekstra ayrit baglantililigin parca ayrit-baglantililik ile

iligkisini incelediler. Zhu ve ark. (2021), hiperkiipler i¢cin izoperimetrik esitsizliklerle ilgili sonuglarin
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ekstra baglantililiklarin1 elde etmek i¢in kullanilabilecegini gosterdiler. Son olarak Tarakmi ve ark.
(2021), kimyasal graf teoride ¢ok dnemli bir yere sahip fullerene graflari i¢in ekstra baglantililig
incelediler. Graflardaki diizenlilik kavrami ile baglantililik kavrami arasindaki iligkinin kuruldugu
diizenli ayrit-baglantililik kavrami Ediz ve Ciftci (2022) tarafindan tanimlanmustir.

Bu ¢aligmada, hiperkiip graflarinda 1-diizenli ve 2-diizenli ayrit baglantililik incelenmistir. Ayrica bir
tam grafin yol, ¢evre ve bir tam grafla kartezyen carpimindan elde edilen graflarda 1-diizenli ve 2-

diizenli ayrit baglantililik hesaplanmuisgtir.

2. Temel Bilgiler

Bu boliimde temel tanimlar ve teoremler verilmistir.
Tamm 2.1. G =(V, E) grafimin herhangi bir i tepesine bagl ayrit sayisma i tepesinin derecesi
denir ve deg, i veya kisaca degi ile gosterilir (Diestel, 2005).

Tamim 2.2. Basit bir grafin herhangi iki tepesi arasinda bir ayrit bulunuyorsa, yani her bir tepe ¢ifti

baglantili ise bu grafa tam graf denir ve n tepeli bir tam graf K ile gosterilir (Wallis, 2007).

Tammm 2.3. Her bir tepesi ayn1 dereceye sahip olan grafa diizenli graf denir. Ozel olarak her bir tepesi
I dereceye sahip olan grafa, r— dereceli diizenli graf veya I —diizenli graf denir (Deo, 2017).

Tamm 2.4. Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili tepelerinden ve ayritlarindan olusan dizisine
yiriime denir ve W ile gosterilir. Yani yiiriime, W =v,eVv,e,---v, ,e,v, seklinde bir dizidir.
1<i<Kk i¢in ¢ nin uglar1 v_, ve v, tepeleridir. W ya, v, dan v, ya bir yiiriime veya (VO,Vk)
yirtimesi denir. v, tepesine W yiiriimesinin baslangi¢ noktas1, v, tepesine W yiiriimesinin bitis
noktast ve V,,V,,...,v,_, tepelerine de W yiirimesinin i¢ noktalar: denir. K tam sayisina, yani,

yuriimedeki ayrit sayisina W ’nun uzunlugu denir (Rahman, 2018).

Tamim 2.5. Her bir ayritin ve tepenin en fazla bir kez kullanildig1 yiiriimeye yol denir ve P ile
gosterilir. Yani, bir W =v,ev,e,---v, ,e,v, ylirimesinde e,e,,...,e  ayntlarmm ve v,,v,,...,V,
tepelerinin her biri farkli ise W yiirimesine yol denir (Wallis, 2007).

Tamim 2.6. Baglangic ve bitis tepesi ayn1 olan yola ¢evre ya da devir denir ve n tepeli bir ¢cevre C

ile gosterilir. Cevredeki her bir 1 tepesinin derecesi degi =2 dir (Diestel, 2005).

Tanim 2.7. Herhangi iki tepesi arasinda en az bir yol bulunan grafa baglantili graf denir (Rahman,

2018).
Tamm 2.8. G, = (Vl, E1) ve G, = (VZ, Ez) iki graf olmak tizere bu iki grafin kartezyen garpimi,
G, xG, ile gosterilir ve u,,v, €V, Ve u,,v, €V, igin tepeler kiimesi

G, xG, ={uv | u=(u;,u,),v=(v,v,)eV,xV,|

ile taniml1 olup grafin, herhangi iki U = (u »u 2) , V= (Vl, V2) eV, xV, tepelerinin komsulugu,
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u=v, ve u,dv
UDV@ 1 1 2 2
u,=v, ve u v

seklinde tanimlidir (Diestel, 2005).

Tanmmm 2.9. Q, = K, olmak iizere,

Qn = Qn—l X K2
grafina hiperkiip grafi denir (Rahman, 2018).

Tamm 2.10. Baglantili bir G grafini1 baglantisiz bir graf ya da izole tepelerden olusan bir graf haline
getirmek icin graftan atilan minimum tepe sayisina baglantililik sayisi denir ve K(G) ile gosterilir.
Burada,

x(G)= mins;v(e) {|S|}
dir (West, 2001).

Tamim 2.11. Baglantili bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya da izole tepelerden olusan bir graf haline
getirmek i¢in graftan atilan minimum ayrit sayisina ayrit-baglantililik sayis1 denir ve /1((3) ile
gosterilir. Burada,

ﬂ'(G) = minSgE(G) {|S|}
dir (West, 2001).
Tamim 2.12. G baglantih bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak iizere, F, G—F nin baglantisiz

oldugu en kiiciik tepe alt kiimesi ve O (G — F) >h ise F nin eleman sayisma G nin h-kisith

baglantililik sayis1 denir ve K" (G) ile gosterilir (Latifi ve ark., 1994).

Tamim 2.13. G baglantih bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak iizere, F, G—F nin baglantisiz

oldugu en kiiciik ayrit alt kiimesi ve 5(G — F) >h ise F nin eleman sayistna G nin h-kisith

ayrit-baglantililik sayisi denir ve A" (G) ile gosterilir (Latifi ve ark., 1994).

Tamim 2.14. G baglantih bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak iizere, F, G—F nin baglantisiz
oldugu en kiiciik tepe alt kiimesi ve baglantisiz graftaki her bir par¢a alt graflarinin eleman sayis1 h
den bilyiik ise F nin eleman sayisina G ’nin h-—ekstra baglantilihik sayisi denir ve & (G) ile

gosterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).
Tamm 2.15. G baglantih bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak iizere, F, G —F nin baglantisiz

oldugu en kiigiik ayrit alt kiimesi ve baglantisiz graftaki her bir parga alt graflarmin eleman sayis1 h
den biiyiik ise F nin eleman sayisina G nin h-ekstra ayrit-baglantililik sayist denir ve A% (G) ile

gosterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).
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Tanmm 2.16. G bir graf ve S de bu grafin ayritlarindan olusan bir kiime olsun. G —S, baglantisiz
ve her bir baglantisiz par¢a k —diizenli bir graf ise S ye G nin bir k—diizenli ayrit kesim kiimesi
denir. G nin minimum kardinaliteli k —diizenli ayrit kesim kiimesinin eleman sayisina G nin k-
diizenli ayrit-baglantililig1 denir ve

27(G)=[s]
ile gosterilir (Ediz ve Ciftci, 2022).
Teorem 2.17. m ve n den sadece biri ¢ift olmak iizere,

ﬂlr(mePn):ngn—m—n

dir (Ediz ve Ciftei, 2022).
Teorem 2.18. m ve n ¢ift olmak iizere,

A (P,xP)=mn-m-n
dir (Ediz ve Ciftci, 2022).
Teorem 2.19. m tek ve n ¢ift olmak tizere,

z“(cmxcn)z?

dir (Ediz ve Ciftei, 2022).
Teorem 2.20. m ve n cift olmak iizere,
A" (C,xC,)=mn

dir (Ediz ve Ciftci, 2022).

3. Bulgular
Simdi hiperkiip graflarinda ve bir tam grafin yol, ¢evre ve bir tam grafla kartezyen carpimindan elde
edilen graflarda 1-diizenli ve 2-diizenli ayrit baglantililik incelenecektir.

Onerme 3.1.
ﬂ(n—l)r (Q ): 2n—1
n
dir.
Ispat. Q_ grafinin tammindan, Q_ nin n- diizenli bir graf ve Q =Q, ,x K, oldugunu biliyoruz.

Q, nin (n-1)-—dizenli baglantisiz graflara ayrilmasi demek, uygun ayntlar silinerek Q, nin

baglantisiz iki Q, , grafina par¢alanmasina denktir. Burada, 2" uygun ayritin silinmesiyle istenen

elde edilecektir.

Sonug 3.2.
;L(n—z)r (Qn) =N
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dir.
Ispat. Onerme 3.1’in ispatinda oldugu gibi Q, den 2" uygun ayritin silinmesi bize baglantisiz iki

Q, , graflarimi verecektir. O halde, her bir Q, , grafindan 2" uygun ayritin silinmesiyle Q

n-2
graflari elde edilecektir. Boylece, Q, den toplamda 2" +2-2"% uygun ayritin silinmesiyle Q_nin

(n-2)—diizenli ayrt-baglantililig: elde edilir. Boylece,

ﬂ(n—z)r (Qn) — 2I’1
elde edilmis olur.

Teorem 3.3. m tek ve n ¢ift olmak iizere,

m2n

A" (K, xP)=——-m

dir.

ispat. Kartezyen carpimin  tanimindan, K, xP, grafinin  toplam  ayrit  sayisinin

m(m-1)
2

P, x P, grafi referans alinarak ispat yapilabilir. Teorem 2.17’ten,

m ( n —1) + n, P, xP, grafinn ise m(n-1)+n(m-1) ayntin olduu bilinmektedir.

A“(mePn):?’an—m—n

2
m°n  3mn
——2 +n fazla aynti vardir. Dolayisiyla bu fazla

dir. K xP, grafinin, P, xP, grafindan

aynitlarin silinmesiyle P xP, grafi elde edilir. P, xP, grafindan da uygun ayntlarin silinmesi ile

K, x P, grafii¢in 1-diizenli ayrit-baglantililik elde edilmis olur. Yani,

2
A (K, xP) = A (P, xP,) 4 D3m0,
2 2
~3mn_ m’n_ 3mn
2 2 2
m’n
=——-m
2
dir.
Teorem 3.4. m ve n gift olmak lizere,
2
2 (K xp)="0_M_p
2 2

dir.
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n - 3mn

2

Ispat. Teorem 3.3’iin ispatindan goriilecegi iizere K, xP, grafi, P xP, grafindan +n

fazla ayrita sahiptir. Yine Teorem 2.18’ten bilinmektedir ki
A7 (P,xP)=mn-m-n
dir. Dolayistyla bu fazla aynitlarin silinmesiyle P, x P, grafi elde edilir. P, x P, grafindan da uygun

ayritlarin silinmesi ile K x P, grafiigin 2 - diizenli ayrit-baglantililik elde edilmis olur. Yani,

2
Z”(KmxPn)zﬂ.zr(mePn)+%—3an+n
m°n  3mn
=mn-m-n+ ———+n
2
_m’n_mn_
2 2

dir.

Ornek 3.5. K, tam grafi ile P, yol grafim alarak K;xP, grafinin 1-diizenli ayrit baglantihligini

K, grafi ¢ Y

P, grafi

bulalim.

K, x P, grafi
Sekil 1. K, ve P, graflarinin kartezyen ¢arpimi

. LN

Sekil 2. A" (K3 X P2) yi elde etmek i¢in K, x P, *den silinmesi gereken ayritlar
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L 4 - L 4 9

Sekil 3. 1°' (K3 X Pz) yi elde etmek i¢in K, x P, den silinmesi gereken ayritlar

Sekil 2 ve Sekil 3 incelendiginde, K;x P, grafinin 1-diizenli ayrit baglantililik sayismin 6, 2-diizenli

ayrit baglantililik sayisinin ise 3 oldugu goriiliir. Simdi bu degerleri, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4’te

verilen bagintilar yardimiyla bulalim. O halde,

2
/1“(K3><P2)=3 2_3-6
ve
F.2 3.2
A7 (K, xP,) = -—-3=3
(KsxP) 2 2
Teorem 3.6. m tek ve n ¢ift olmak iizere,
2
i”(Kmen)z%

dir.

m(m-1)

ispat. Kartezyen ¢arpimin tanimindan, K xC,_ grafinin toplam ayrit sayisitnin mn+ n,

C, xC, grafinmn ise 2mn ayritinin oldugu biliniyor. C_xC_ grafini referans alinarak ispat

yapilabilir. Yine Teorem 2.19’den bilinmektedir ki

A”(mecn)z?

mn(m-1
dir. K xC_ grafinmn, C_xC_ grafindan %— mn fazla ayrit1 vardir. Dolayisiyla bu fazla

aynitlarin silinmesiyle C_xC_ grafi elde edilir. C_xC_ grafindan da uygun ayritlarin silinmesi ile

K, xC, grafiigin 1-diizenli aynt-baglantililik elde edilmis olur. Yani,

er(Kmen):ﬁlr(Cman)+w—mn
3mn mn(m-1)
=—+ —mn
2 2
_m’n
2

dir.
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Teorem 3.7. m ve n ¢ift olmak iizere,

mn(m-1
AZr(Km XCn):(—)
2
dir.
. m(m-1)
Ispat. Kartezyen ¢arpimin tanimindan, K., xC, grafinin toplam ayrit sayisinon mn+-——=n,

C, xC, grafinmn ise 2mn ayritinin oldugu bilinmektedir. C_xC,_ grafi referans alinarak ispat
yapilabilir. Yine Teorem 2.20’dan bilinmektedir ki
A% (C,xC,)=mn

mn(m-1)

dir. K _xC_ grafinin, C_xC_ grafindan —mn fazla ayrit1 vardir. Dolayisiyla bu fazla

aynitlarin silinmesiyle C_xC_ grafi elde edilir. C_xC_ grafindan da uygun ayritlarin silinmesi ile

K, xC, grafiigin 2- diizenli ayrit-baglantililik elde edilmis olur. Yani,

A" (K, xC,)=4*(C, an)+W—mn
= mn+—mn(m_1)—mn
_mn(m—l)
2

dir.

Sonug 3.8. m tek ve n ¢ift olmak iizere,
mn
/’Llr(Km X Kn)=7(m+n—3)

dir.
Ispat. Teorem 3.6 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Sonu¢ 3.9. m ve n ¢ift olmak iizere,

mn
A% (K, x Kn):7(m+n—4)
dir.
Ispat. Teorem 3.7°nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

4. Sonuc¢
Sartli baglantililik, aglarin topolojik olarak daha iyi anlagilmasinda 6nemli rol oynar. Diizenli
baglantililik yeni bir sartli baglantililik tiirii olup bir grafin diizenli olarak parcalanmasi esasina

dayanir. Bu 6zelligi ile bir ¢ok miihendislik probleminde yer alan bir agin simetrik pargalanmasi
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problemine biiyiik katki saglayacagi diisiiniilebilir. Bu ¢alismada, hiperkiip graflarinda ve bir tam
grafin yol, ¢cevre ve bir tam grafla kartezyen ¢arpimindan elde edilen graflarda 1-diizenli ve 2-diizenli
ayrit baglantililik degerleri hesaplanmigtir. Bagka graf siniflarinin kartezyen c¢arpimlarinda 1-diizenli

ve 2-diizenli ayrit baglantililik degerlerinin hesaplanmasi ileriki ¢aligmalar i¢in diisliniilebilir.

Cikar Catismasi Beyani

Makale yazar1 herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan eder.
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