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Yarı-Simetrik Metric Koneksiyonlu Yarı-Riemann Manifoldunun 
Coisotropik Altmanifoldu 

Erol YAŞAR1 

Muğla Üniversitesi, Ula M.Y.O., Ula, Muğla 

Özet: Bu makalede, yarı-simetrik metric koneksiyonlu yarı-Riemann manifoldunun 
coisotropik altmanifold çalışıldı. Yarı-simetrik metric koneksiyonlu yarı-Riemann 
manifoldunun Gauss ve Weingarten denklemleri elde edildi ve bu denklemler 
yardımıyla teorem ve sonuçlar verildi.   

Anahtar kelimeler: Lightlike coisotropik altmanifold, Yarı-simetrik koneksiyon, Gauss 
ve Codazzi denklemleri, Levi-Civita koneksiyon. 

Yarı-Simetrik Metric Koneksiyonlu Yarı-Riemann Manifoldunun 
Coisotropik Altmanifoldu 

Abstract: In this paper, It is studied lightlike coisotropic submanifold of semi-
Riemannian manifold admitting semi-symmetric metric connection. It is obtained the 
Gauss-Codazzi and Weingarten equations with a semi-symmetric metric connection 
and some theorems and results related to these equations are given.   

Key Words and Phrases : Lightlike coisotropic submanifold, Semi-simetric metric 
connection, equations of the Gauss and Codazzi, Levi-Civita connection. 

 

1. Giriş 

Riemann manifoldu üzerinde yarı-simetrik metrik koneksiyon ilk defa Hayden tarafından 
tanıtılmıştır [6]. Yano ise yarı-simetrik metrik koneksiyonlu Riemann manifoldunun sıfır eğrilik 
tensörüne sahip olması için gerek ve yeter şartın Riemann manifoldunun konformal flat olması 
gerektiğini ispat etti [8]. Daha sonra Imai [6] yarı-simetrik metrik koneksiyonlu Riemann 
manifoldunun  hiperyüzeyinin temel özelliklerini verdi ve Gauss-Codazzi denklemlerinin 
konformal denklemlerini elde etti.  

Duggal and Sharma [4] yarı-Riemann manifoldu üzerinde yarı-simetrik metrik 
koneksiyonu çalıştılar. Bu çalışmalarında yarı-simetrik koneksiyona göre yarı-Riemann ile 
Riemann manifoldları arasındaki bir bağıntı olduğunu gösterdiler. Nakao [7] (n+p)-boyutlu 
Riemann manifoldu üzerinde yarı-simetrik metrik koneksiyonuna göre Gauss-Minardi 
denklemlerini elde etti. Yaşar ve Çöken [8] çalışmasında  yarı-simetrik metrik koneksiyonu 
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kullanarak yarı-Riemann manifoldunun total umbilik lightlike hiperyüzeyinin geometrisini 
incelediler.   

Bu çalışmanın amacı, coisotropik altmanifold üzerine yarı-simetrik metrik 
koneksiyondan indirgenen koneksiyonun yarı-simetrik fakat metrik olmadığını  göstermektir. 
Lightlike altmanifoldu ile Yarı-Riemann altmanifoldu arasındaki temel faklılık lightlike 
altmanifoldunda normal vektör demetinin tanjant vektör demeti içerisinde olmasıdır. Bu durum 
göz önüne alındığında lightlike altmanifoldların genel teorisini çalışmak geometri için önemli bir 
konudur. Son yıllarda lightlike altmanifoldlar üzerine bir çok önemli çalışma yapılmaktadır [2],[3]. 

Bu çalışmada, coisotropik altmanifold üzerinde yarı-simetrik metrik koneksiyondan 
indirgenen koneksiyonun yarı-simetrik fakat metrik olmadığı gösterildi. Yarı-simetrik 
koneksiyonuna göre lightlike altmanifold ve ekran dağılım için  ikinci temel form ve şekil 
operatörü etc gibi geometrik objeler tanımlandı. Daha sonra coisotropik altmanifoldun denklem 
yapısı ve yarı-simetrik koneksiyonlu yarı-Riemann manifoldu ile altmanifoldun eğrilik tensörleri 
arasındaki bağıntı bulundu. 

2. Temel Kavramlar  

M, indeksi 1 ≤ ν ≤ n+p-1 olan g~  yarı-Riemann metrikli M~  Yarı-Riemann manifoldunun 
altmanifoldu olsun. Buradan   

( ){ }MTXXYgMTYMT xxxxxxxx ∈∀=∈=⊥ ,0,~~
 

denklemi göz önüne alındığında ∀ x∈M için ⊥⊥ ∩== MTMTMRadTMRadT xxxx ise M  ye  

M~ nin  lightlike (null, degenerate) altmanifoldu denir. Benzer olarak eğer 
RadTM : x∈M → RadTxM  

İse M~ de  M  nin 
 

MM ~: →φ  
dönüşümüne r- lightlike (r-null, r-degenerate) altmanifold denir. 

Böylece φ, M deki X vektör alanını M~ deki φ X  vektör alanına taşıyan bir immersiyondur 
ve Mgg ~= indirgenmiş metrik tensörü  

( ) ( ) ( ).,,,~, TMYXYXgYXg Γ∈∀= φφ  
ile tanımlanır.  

TM de Rad(TM) nin ortagonal tümleme vektör demeti ekran dağılım olarak adlandırılan 
bir non-dejenere alt vektör demetir ve S(TM) ile gösterilir. Böylece S(TM) perde dağılımı    

(2.1)                                            TM = S(TM) ⊥ Rad(TM                                                                                   
ortagonal direk toplamı içerisinde yazılır. 
(2.1) denkleminden TM⊥  de Rad(TM) nin S (TM⊥) tümleme vektör  demeti göz önüne alınırsa  

(2.2)                                            TM⊥ = Rad(TM) ⊥ S(TM⊥).  
elde edilir. Burada S(TM⊥) alt vektör demeti M nin  perde transversal vektör demetidir. 

S(TM) ve (S(TM))⊥ nin her ikiside non-dejenere olduğundan  
(2.3)                                            .)()(~ ⊥⊥= TMSTMSMT M  

ve 
(2.4) (S(TM))⊥ = S(TM⊥) ⊥ (S(TM⊥))⊥. 

dir. 
ltr (TM),  S(TM⊥))⊥ de tümleme bir vektör demeti olmak üzere 

 (S(TM⊥))⊥ = Rad(TM) ⊕ ltr (TM). 
dir. Burada ltr (TM) alt vektörü M nin lightlike transversal vektör demeti olarak adlandırılır ve  

tr (TM) = ltr (TM) ⊥ S(TM⊥) 
şeklinde tanımlanır. Böylece tr (TM), lightlike altmanifoldların geometrisinin çalışmasında önemli 
bir rol oynar ve asla  TM  ye ortagonal değildir  

Yukarıdaki ifadelerden aşağıdaki birleşim yazılabilir. 
(2.5)               ( )( ).)()()(~ TMltrRadTMTMSTMSTMtrTMMT M ⊕⊥⊥=⊕= ⊥  
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(2.5) denklemi M boyunca M~  üzerinde çatıların lokal quasi ortanormal bazını verir (bak [2]) ve  
(ξ i, Ni, Xα, Wα ) şeklinde gösterilir. Burada 

1. {ξi} ve {Ni}, i∈{1,…, r}, sırasıyla,  Γ(Rad(TM)) ve Γ( ltr (TM)) nin lightlike bazlarıdır. 
2. {Xa}, a∈{r+1,…, Ni}, Γ(S(TM)) nin ortanormal bazıdır. 
3. Wα}, α∈{r+1,…, p},  Γ(S(TM⊥)) nin ortanormal bazıdır. 
            Eğer Rad(TM) = TM⊥ ise lightlike altmanifolduna coisotropik denir. Buradan 

S(TM⊥) = {0} olduğundan   
(2.6)                  ( ) ( ) ( )( ).~ TMltrRadTMTMSTMtrTMMT M ⊕⊥=⊕=  

dir. Böylece M boyunca MT ~
nin çatılarının lokal quasi-ortanormal vektör alanları  

{ξ1,…, ξp, N1,…, Np,  Xp+1,…,
iNX } 

şeklinde verilir.  

Önerme 2.1. (M, g, S(TM)), ( )gM ~,~
 nin bir coisotropik altmanifoldu olsun. U, M  nin 

koordinat komşuluğu ve {ξ1,…, ξp,}, Γ(TM⊥) nin bazı olmak üzere PX∈Γ(S(TM)) ve 

jξ ∈Γ( RadTM ) için 

(2.7)                                  ( ) ijjiNg δξ =,~ ,  i,j∈{1,…, p} 
 ve 
(2.8)                                   ( ) ( ) 0,~;0,~ == iji NPXgNNg            

olacak şekilde MT ~
 nin {N1,…, Np }  

∞C  kesitleri vardır [4]. 

3. Yarı-Simetrik  Metrik Koneksiyon 

M~ , (n+p)-boyutlu, n>1, C∞ manifold ve ∇~ , M~  de lineer koneksiyon olsun. Buradan ∇~  

nın T~ torsiyon tensörü ( )MTYX ~~,~, Γ∈∀  için 

( ) [ ]YXXYYXT YX

~,~~~~~~,~~
~~ −∇−∇=  

şeklinde verilen (1,2) tipinde bir tensördür. Eğer T~  torsiyon tensörü , 1-form π~  için 

( ) ( ) ( )YXXYYXT ~~~~~~~,~~ ππ −=  

denklemini sağlar ise ∇~  koneksiyonuna yarı-simetrik denir [8]. 

g~ ve ∇~  , sırsıyla, M~  de ν , 1 ≤ ν  ≤ n+p-1, indeksli yarı-Riemann metrik ve koneksiyon 
olsun. Eğer 

0~~ =∇ g  

ise ∇~  ye metrik koneksiyon denir [11]. 

M, )(~,~ TMYX Γ∈∀  için   

(3.1)                                         ( ) ( )QYXgXYYY XX

~~,~~~~~~~~~ ~~ −+∇=∇ π
o

 

şeklinde tanımlanan ∇
~

 yarı-simetrik metrik koneksiyonuna sahip bir yarı-Riemann manifoldu 

olsun. Burada
o

∇~  bir Levi-Civita koneksiyon ve , Q~ , π~  1-form için 

)~(~)~,~(~ XXQg π=  

şeklinde tanımlanan bir vektör alanıdır. Bunların yanında X~  ∈ M~  ve µ  fonksiyonu için (2.4) 

denkleminden Q%  vektör alanı 
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(3.2)                                                     ∑
=

+=
p

i
ii NQQ

1

~ µφ  

dir. 
o

∇ , 
o

∇~  Levi-Civita koneksiyonundan coisotropik altmanifold üzerine indirgenen simetrik 
lineer bir koneksiyon olmak üzere , ( )X Y TMφ φ∀ ∈Γ  için 

(3.3)                                       i

p

i

l
iXX NYXBYY ∑

=

+∇=∇
1

),()(~ oo

φφφ  

dir. Burada l
iB  M nin ikinci temel formudur.  

∇  , ∇~  yarı-simetrik metrik koneksiyonundan lightlike coisotropik altmanifoldu üzerine 
indirgenen koneksiyon olmak üzere , ( )X Y TMφ φ∀ ∈Γ  için  

(3.4)                                        i

p

i

l
iXX NYXmYY ∑

=

+∇=∇
1

),()(~ φφφ  

dir. Burada l
im , M coisotropik altmanifoldun (0,2) tipinde tensör alanıdır. O zaman (3.4) 

eşitliğine ∇  yarı-simetrik koneksiyonuna göre Gauss denklemi denir. (3.1), (3.3) ve (3.4) 
denklemlerinden  

(3.5)

QYXgXYNYXBYNYXmY i

p

i

l
iXi

p

i

l
iX

~),(~)(~),()(),()(
11

φφφφπφφ −++∇=+∇ ∑∑
==

o

 

dir. Böylece (3.2) denklemi (3.5) de yerine yazılırsa   

i

p

i

l
iXi

p

i

l
iX NYXgYXBQYXgXYYNYXmY )},(),({)),()((),()(

11
µπφφ −+−+∇=+∇ ∑∑

==

o

, 
elde edilir. Bu eşitlikten   

(3.6)                                   QYXgXYYY XX ),()( −+∇=∇ π
o

 
ve  
(3.7)                         piYXgYXBYXm l

i
l
i ,...,1,),(),(),( =−= µ  

bulunur,  burada )(~)( XX φππ =  dir. O zaman (3.6) denkleminden ve Levi-Civita 
koneksiyonundan coisotropik altmanifoldu üzerine indirgenen koneksiyonun metrik 
olmamasından 

(3.8) 

)()),(),(()()),(),((),)((
11

YZXgYXmZYXgYXmZYg i

p

i

l
ii

p

i

l
iX ηµηµ ∑∑

==

+++=∇ , 

ve 
(3.9)                                             YXXYYXT )()(),( ππ −= . 
 

dir. Burada iη ,  i = 1,…, p,  

piNZgZ ii ,...,1,),(~)( ==η  
ile tanımlanan lokal diferansiyellenebilir bir 1-formdur. 

Böylece (3.8) ve (3.9) denklemlerinden aşağıdaki önerme yazılabilir. 

Önerme 3.1. M~ , yarı-simetrik metrik koneksiyonlu yarı-Riemann manifold ve M, 
M~ nın coisotropik altmanifoldu olsun. O zaman M~ den M coisotropik altmanifold üzerine 
indirgenen koneksiyon yarı-simetrik fakat metrik degildir. 
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o

∇~  Levi-Civita koneksiyonuna göre Weingarten denklemi 

(3.10)                                   piNXXAN iNiX
i

,...,1,)()(~ =+−=∇ τφφ

o

 

dir. Burada 
iNA , M nin şekil operatörü veτ  bir 1-formdur [2]. 

P, TM den S(TM) ye bir projektif dönüşüm olsun. Böylece (2.1) ve (3.1) denklemleri 
kullanılırsa  

iiXiX NQXNN λµφλφλφφ ′−′−+∇=∇
o~~

, 
elde edilir, burada  

( )iNπ λ=%  ve ( , )ig X Nφ λ′=% . 
 

dir. Böylece (3.10) eşitliği kullanılırsa  
(3.11)                       iNiX NXQXIAN

i
))(())((~ λµτλλφφ ′−+′−+−=∇ , 

dir. (3.11) denklemineyarı-simetrik metrik koneksiyonuna göre Weingarten denklemi denir. 

Önerme 3.2. S(TM) ve S(TM)', M de iki perde dağılım ve l
im  ve 

'l
im , ∇ yarı-simetrik 

koneksiyonuna göre ikinci temel form olsunlar. O zaman M nin ikinci temel formu perde 
dağılımından bağımsızdır.  

İspat. , ( )X Y TMφ φ∀ ∈Γ  için (3.4) denklemi kullanılırsa 

),(

),~(~
)),((),~(~

)),(~(~),(

' YXm

Yg

YgYg

YYgYXm

l
i

iX

iXiX

XX
l
i

=

∇=

∇−∇=

∇−∇=

ξφ

ξφξφ

ξφφ

φ

φ

φ

 

dir. Bu ise perde dağılımının ikinci temel formdan bağımsız olduğunu gösterir.  
Böylece (3.4) denkleminden aşağıdaki önerme ifade edilir. 
Önerme 3.3. Yarı-simetrik koneksiyonlu coisotropik altmanifoldun ikinci temel formu 

dejeneredir. 
İspat. ∇~  yarı-simetrik metrik koneksiyon göz önüne alınırsa, önerme 3.2 den  

)(,0),( TMXXm i
l
i Γ∈∀=ξ  

dir. Bu ise ispatı tamamlar. 
P, TM den S(TM) ye bir projektif dönüşüm olmak üzere, (2.1) denkleminden 

(3.12)                                i

p

i

l
iXX PYXCPYYP ξφφφ ),()(

1
∑
=

∗

+∇=∇
o

o

  

ve 

(3.13)                                 ∑
=

∗

+∇=∇
p

i
i

l
iXX PYXDPYYP

1
),()( ξφφφ  

elde edilir. Burada )( PYX

o
∗

∇φ  ve )( PYX

∗

∇φ ∈  S(TM) ve l
i

l
i DC , , M de bir 1-formdur. 

Böylece (3.6) denkleminden 

PQPYXgXYPYPYP XX φφφφφπφφ φφ ),()( −+∇=∇
o

 

dir, burada Qφ   
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∑
=

+=
p

i
iiPQQ

1
ξλφ  

İle tanımlanan bir vektör alanıdır.  
Böylece (3.12) ve (3.13) denklemlerinden  

∑

∑

=

∗

=

∗

+−++∇

=+∇

p

i
ii

l
iX

p

i
i

l
iX

PQPYXgXYPPYXCPY

PYXDPY

1

1

))(,()(),()(

),()(

λξφφφφφπξφ

ξφ

o

 
dir. Buradan da  

(3.14)                                    ∑ ∑
= =

−=
p

i

p

i

l
i

l
i PYXgPYXCPYXD

1 1
),(),(),( λ  

ve  

(3.15)                              PQPYXgXPYPYPY XX ),()( −+∇=∇
∗∗

π
o

 
elde edilir, burada )(~)( XX φππ = dir. 

(3.15) denklemi kullanılırsa 

(3.16)                                          0),)(( =∇
∗

ZPYPgX φφφ . 
ve 

(3.17)                                    .)()(),( YPXXPYYXT ππφφ −=
∗

 
elde edilir. Böylece (3.16) ve (3.17) den aşağıdaki önerme ifade edilir. 

Önerme 3.4. Yarı-simetrik koneksiyonlu M coisotropik altmanifoldundan perde üzerine 

indirgenen 
∗

∇  koneksiyonu yarı-simetrik metrik koneksiyondur.  

4. Gauss ve Codazzi Denklemleri 
o

∇~  Levi-Civita  ve 
o

∇  indirgenmiş koneksiyonları göz önüne alınırsa M~  ve M nin eğrilik 
tensörleri   

ZZZZYXK YXXYYX
~~~~~~~~~)~,~( ]~,~[~~~~

~ oooooo

∇−∇∇−∇∇=  
ve   

ZZZZYXK YXXYYX ],[),(
oooooo

∇−∇∇−∇∇=  

dir. Buradan ∇
o

 koneksiyonuna göre coisotropik altmanifoldunun denklem yapıları 
, ( )X Y TMφ φ∀ ∈Γ  için 

(4.1)

∑ ∑
= =

−+

=
p

i

p

i

l
i

l
i

l
i

l
i PWXCPZYBPWYCPZXBPWPZYXKg

WPPZYXKg

1 1

~

),(),(),(),()),),(((

)),,,((~

o

o

φ

φφφφ

(4.2) 
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∑ ∑
= =

−+

=
p

i

p

i

l
i

l
i

l
ii

l
ii

i

PWXCPZYBPWYCXBPWYXKg

WPYXKg

1 1

~

),(),(),(),()),),(((

)),,,((~

ξξφ

ξφφ
o

o

 
(4.3) 

∑ ∑
= =

−+

=
p

i

p

i
iN

l
iiNi

l
ii

i

NXAgPWYBNYAgXBNPWYXKg

WPNYXKg

ii
1 1

~

),(),(),(),()),),(((

)),,,((~

ξφ

φφφ
o

o

 
dir [2]. Burada 

),),(~(~),,,(
~

PWZYXKgPWZYXK φφφφφφφφ =
o

 
ve 

),),((),,,( PWZYXKgPWZYXK = . 

Şeklin de tanımlıdır. Böylece ∇~ yarı-simetrik metrik koneksiyonlu M~  yarı-Riemann 
manifoldunun eğrilik tensörü   

ZZZZYXR YXXYYX φφφφφφ φφφφφ ],[
~~~~~),(~ ∇−∇∇−∇∇=  

dir. Buradan (3.4) ve (3.10) dan  
(4.4) 

i
l
i

l
i

l
iY

l
iX

l
i

l
iN

l
i

l
iN

l
i

NYZXmXZYmZXmZYm

ZYXXYmQZXmYIAZXm

QZYmXIAZYmZYXRZYXR

i

i

)})()(,())()(,(),)((),)((

),)()(({),())(,(

),('))(,()),((),(~

λµτλµτ

ππφλφλ

φλφλφφφφ

′−−′−+∇−∇+

−+′++−−

−+−+=

 
Böylece (4.4) denklemi ile PWφ , iξ ,ve iN  vektör demetleri skaler çarpılırsa 

(4.5) 

),(~),(

),(~),(),(~))(,(

),(~))(,()),),(((),,,(~

PWQgZYm

PWQgZXmPWYgIAZXm

PWXgIAZYmPWZYXRgPWZYXR

l
i

l
iN

l
i

N
l
i

i

i

φφλ

φφλφφλ

φφλφφφφφ

′−

′++−−

+−+=

 
(4.6) 

))()(,())()(,(

),)((),)((),)()((),,,(~

λµλλµτ

ππξφφφ

−−′−+

∇−∇+−=

YZXmXZYm

ZXmZYmZYXXYmZYXR
l
i

l
i

l
iY

l
iX

l
ii  

(4.7) 

),(),(

),(),(),())(,(

),(~))(,()),),(((),,,(~

i
l
i

i
l
iiN

l
i

iN
l
iii

NQgZYm

NQgZXmNYgIAZXm

NXgIAZYmNZYXRgNZYXR

i

i

φλ

φλφλ

φλφφφφ

′−

′++−−

+−+=

 

elde edilir. Bu (4.5)-(4.7) denklemlerine yarı-simetrik koneksiyonlu coisotropik altmanifoldunun 
Gauss ve codazzi denklemleri denir. 
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