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Cok Degiskenli Veri Analizinde Derinliklere Dayahl Yuzdelikler

ihsan KARABULUT'

Ozet: Bu galismada ¢ok degiskenli dagilimlarda yiizdeliklerin tanimlanmasinda énem
kazandigi disindlen calismalar oOzetlenecek ve derinliklere dayali olarak yapilan
yuzdelik tanimlamasi ve yuzdelik streci GUzerine durulacaktir. Derinliklere dayali yuzdelik
surecine iliskin olarak c¢ok degiskenli normal dadihma uygunlugun grafiksel olarak
degerlendirilebilecegdi ve glven bantlarinin yer aldigi bir uygulama sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Cok degiskenli dagilima uygunluk, derinlik fonksiyonu, eliptik
dagihmlar, giiven bandi, yizdelik sureci.

Quantiles Based on Depth Functions in Multivariate Data Analysis

Abstract: In this study, some studies, which are thought that imporant for the definition
of quantiles for multivariate distributions , are summarized and concentred on the
definition of quantiles based on depth functions and quantile processes. It has been
presented a graphical evaluation with a confidence band of multivariate goodness of fit
for a multivariate normal distribution in relation with the quatile processes based on
depth functions.

Key Words: Goodness of fit for a multivariate distribution, depth function, elliptical
distributions, confidence band , quantile processes.

Giris

X, X, X;,..., X, birbirinden bagimsiz ve ayni  F dagilim fonksiyonuna sahip kitleden bir
Odrneklem oldugunda F, 6rneklem dagilim fonksiyonuna dayal olarak F’nin 0 < p<1 olmak lUzere
p’inci yuzdeligi

&, =inf{x: F(x)> p}

En=min{x, :F(x)>p tahmin edicisi kullanilarak tahmin edilebilir. S6zkonusu érnekleme
iliskin X, < X,, < X;, <...< X,,sira istatistiklerinin bu tahmin edici ile iliskisi kaginilmazdir. Cinku
£, tahmin edicisi agagidaki gibi ifade edilebilir:

R X, ,hp tamsayl
gpn =
Xl
Yuzdeliklerin uygulamada karsimiza c¢ikigi ise ¢ok degisik nedenlerle ortaya
cikabilmektedir. Dagilima  uygunlugun gorsel degerlendirmesi olarak Q-Q cizitleri, glven
araliklari, parametre tahminleri, hipotez testleri bunlar arasinda sayilabilir.
Eger X,X,,X,,...,X, ornekleminde rasgele degiskenler d boyutlu rasgele vektorler ve F
bunlarin dagilim fonksiyonu oldugunda bu dagilim fonksiyonuna ait p’inci yuzdeliklerin

,np diger halde
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tanimlanmasinda ise gugliklerle karsilasiriz. Bu gugliklerin nedenlerinden birisi de rasgele
degiskenler igin dogal bir siralama sonucu sira istatistikleri tanimlanabiliyorken rasgele vektérler
icin bu dogallikta bir siralamanin sdézkonusu olmayisidir diyebiliriz. Derinlik kavraminin ¢ok
degiskenli veri analizinde bu ihtiyaci bir 6lglide karsiladigi disiinilmektedir. Son yillarda uygulama
alani genigleyen derinlik kavramina dayali olarak c¢ok dediskenli veri analizinde yuzdelikler
merkezden—disa yuzdelik ylzeyleri olarak tanimlanabilmektedir. I(«,,D,F) derinliklere dayali
p’inci merkezi bélgesini gbstermek lzere bu bdlgenin sinirt d(«,,D,F), p’inci ylzdelik ylzeyi
olarak adlandirilir. X, rasgele vektorler buylkten kicige derinlik siralamasina sokuldugunda
r’inci sira sayisini alan rasgele vektori géstermek Gzere A(«,, D, F)’nin bir tahmini agagidaki gibi
verilir:
H(ey, D, F) = K{Xpup, Xy Koy X

burada, [np] tamsayi ise np olarak, degilse (np’nin tam kismi+1) olarak yazimak lzere K,
{ X X Xgoeos Xp KUMesini igeren en kiglk konveks bélge anlaminda kullaniimaktadir.

Bu calismada ¢ok degiskenli veri analizinde derinliklere dayah olarak tanimlanan
yuzdelik yizeyleri ve tanitilacak, bu alandaki sonuglarin ¢ok degiskenli dagilima uygunluk igin
uygulamasina bir érnek verilecektir.

Cok Degiskenli Dagilimlarda Yuzdelikler

John H. J. Einmahl ve David M. Mason[1] R"’ de deger alan rasgele vektér X icin R'’de
Borel kiimeleri B(R') ’nin bir alt kiimesi A anlaminda ¢ok degiskenli p. ylizdelik kavramini, bir 1
reel degerli fonksiyona bagh olarak olasiliyi p ve daha blylk olan Borel kimesi olarak
tanimlamiglardir:

U(p) =inf{A(A): P(A) > p,AcA}
burada 0 <p<1 ve P, X’in olasilik élguistidir. Orneklem yiizdelik fonksiyonu da yine 0 < p<1 reel
sayisi ve érneklem olasilik élgiisti B € B(R') kiimeleri igin

P (B) = % Zin:lls (Xi)

tanimlanmak lzere inf & = © oldugunu dikkate alarak

U,(p)=inf{A(A): P(A)> p,AcA}
genellestiriimis yulzdelikler siireci olarak tanimlanir.  Amaca gére A sinifi ve A’nin belirlemesi
yapilir. A icin dogal bir secim R'’de A, Lebesgue 6lgiisi olabilir ki bu durumda U, (p), A
sinifinda eldeki verinin en az p yuzdeligi kadarini bulunduran en kiigik kimenin “hacmi” olacaktir.

d=1 durumunda A= {[—oo, X): X eR} ve A([-=x))=x olarak belirlenirse yukaridaki
tanimlamalar R’deki bildik yiizdelik ve 6rneklem yiizdelik fonksiyonlarina denk olacaktir.

A ve A Uzerinde Ol¢llebilirlik ve rasgele elementler uzayinda iglemleri kolaylastirici gerekli
varsayimlar yapilarak yukarida tanimlanan ylzdelikler sireci i¢in limit teoremleri verilmistir. Uygun
bir normallestirme fonksiyonu g(p) tanimlandiginda

£.(P)=9(P¥n(U,(p)-U(p))

genellestiriimis surecinin dagilimda bir limit slirecine yakinsayacagi gosterilmistir.

Chen, L-A. ve Welsh, AMH. [2] iki degiskenli yiizdelikleri iki degiskenli dagilim
fonksiyonuna dayali olarak tanimlamiglardir. Tanimlama R'’ de de gegerlidir. Rasgele drnegin
cekildigi yiginin yuzdeliklerini dikkate alan bir tanimlamadir.
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iki degiskenli rasgele X=(X,X,) vektérinin aldigi degerlerlerden (a,b) noktasi, R’yi
={(x1,x2) X, > b},A2 ={(x1,x2) X, <a,X, sb} ve A ={(x1 %) % >8x%< b} gibi (ic parcaya

ayirir. Bu durumda (ab)  (P(A,),P(A))inci iki degiskenli yiizdelik noktasi olarak
dusunulebilecektir. F(xl,xz):P(X1 <X, X, sxz) , X’in iki degiskenli ortak dagihm fonksiyonu F,,
X,’'nin marjinal dagilim fonksiyonu olmak Uzere tek degiskenli yizdelik kavramina benzetilerek
(g, pz)’inci Kuzey-Giiney iki degiskenli yuzdelik noktasi asagidaki gibi tanimlanir:

PP, >0, p=p+p,<[01] olmak lzere (p, p,)inci Kuzey-Giiney iki degiskenli yiizdelik
noktasi bir vektor olup

&p, p)=(R'(po p), B (P +p,))
olarak tanimlanir. 0<p<1 olmak Uzere & p)= &3 p,zp) plinci Kuzey-Giiney yizdelik noktasi ve
Ozel olarak &%) Kuzey- Gliney medyan (ortanca) noktasi olarak adlandirilir. Bu tanimda

B (p+p,) =inf f, :F(x)=p,+p, }

ve

R (P p.) =inf{x,:F (%, F(p + p.)2p.}
olarak verilmis olup ikinci bilesen Fz’l(p1+ pz), X,’nin p=p, +p,’Inci yizdeligi olup p,=1-p,=p
verildiginde de F,'(p,1-p)=F "(p), X.'in p’inci yiizdeligi olmaktadir. F,'(p,,p,), X,’nin marjinal
dagiliminin p, + p,’inci yuzdeliginin verilmesi kosulu altinda F(Flgl(pl, p,), K (p, + pz)): p, olacak

sekilde bulunan degeridir.

Bir Kuzey-Guney ylzdelik noktasinin tanimi bir dogrultu gdézetilerek tanimlanmis olup tek
basina bir anlam ifade etmekte yetersizdir ¢linki keyfi bir dogrultu igindir. En uygun dogrultuyu
secmenin gerekliliinden hareketle asagidaki tanim gelistirilir:

X = (X, X,) vektérinin g gibi bir konum vektdri ile pozitif tanimli bir sagihm matrisi X ’ya

sahip oldugunu varsayildiginda X =PAP’ olacak ortagonal P matrisi bulunabilecektir, burada A ,
A, < A, 6zdegerlerinin ana kdsegende yer aldigi kdsegen matrisidir. =% = PA* olarak tanimlayip X
vektorinin

Y =(27)(X-p)
bigimindeki kireye(diske) dénlsimi gézdénine alindiginda

Py P) = 4+ 28 (R Ps)
iki bilesenli vektéri X ’in dagihmi icin bir (g, pz)’|nC| iki degiskenli ylzdelik noktasidir. Burada
E(p,p,) Y 'nin dagihmi igin (Q, pz)’|n0| Kuzey-Glney iki degiskenli noktasidir. pe[0,1] igin
n(p)=n(p/2, p2) p’inciyiizdelik , 7(Y2)de iki degiskenli ortanca olarak adlandirilir.

Bunlara kar§|I|k gelen 6rneklem yuzdelikleri de tanimlarda yer alan F,F,,F, drneklem

tahmin edicileri F F12,F ile degistirilerek elde edilir. Chen, L.-A. ve Welsh, A.H. [2] cesitli dagilim

varsayimlari altinda yuzdeliklere iliskin sonuglar yaninda érneklem tahmin edicileri igin de sonugclar
vermiglerdir.

Chaudhuri, P. [3] X,X,,.., X, reel degerli rasgele degiskenler s6z konusu oldugunda
O<p<lveu=2p-1ligin

> (x -d+u(x-Q)
toplaminin  Q’nun X, X,,..., X, rasgele gézlemlerine dayali p’inci érneklem yizdeligi oldugunda
en kiiglk oldugu gergegini Oklid i¢ carpiminin tanimli oldugu {ujueR’|U<1} ve teR® ’ de
geometrik ylzdelik tanimi ile vermistir.

R"’de deger alan X,X,,.., X, rasgele vektorleri ne dayall olarak ilgili u icin geometrik
yuzdelik tahmini
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Q.)=agmind. (X -Q+u(X-Q))
olarak verilir. Varhgi, tekligi ve hesaplama problemi ile buyuk &érneklem Ozellikleri ¢alisiimistir.
Sonsuz boyutlu rasgele vektorler icin de gegerli olup déndirmeye karsi degismezdir.

Parametrik olmayan cok degiskenli istatistiksel gikarim igin bir arag ve R'’de verinin
siralanmasina iliskin bir kavram olarak derinligin yuzdelikler icin kullanimi da kaginilimaz
gorulmektedir. Cok degiskenli verilerin geldikleri yigina ait dagilim &zellikleri derinlikleri aracihgiyla
tek boyutlu egrilerle gorsellestirilebilmekte; ancak bunlara ait dagihm teorisi yani cevapsiz
kalmakta;  secilen fonksiyonellerin 6rneklem egrilerine gliven sinirlari yerlestirme ihtiyaci
dogmaktadir.

Bu ihtiyaci karsilama amaciyla Serfling, R. [4] , Einmahl, J.HJ. ve Mason, D. M. [1TIn
genellestiriimis ytizdelikler siirecini A4 fonksiyonu ile Borel kiimeleri B(R') 'nin bir alt sinifi A verilen
bir derinlik Olgisi D(x;F) ile uygun olarak yeniden sekillendirerek derinlik temeline dayali
genellestiriimis ytzdelikler sireci olarak elde etmistir.

D(x;F) icin kolayca kontrol edilebilir kimi kosullar altinda , [1] in varsayimlari saglanip
limitsel surecinin bir Brownian sire¢ oldugu goésterilmistir. Sonuglar yari-uzay ve simpleks
derinlikleri icin gézden gecirilmigtir. Bulgulari 6zetlemek icin asagidaki gdsterimler kullanilacaktir:

a derinlikli ic bolge 1(a,D,F)= {xeR":D(x;F) >} (1(0,D,F)=R’ olmak lzere) ile, bu
bolgenin sinirlari  « derinlikli kontur A (e, D, F) ile gosterilecektir. Olasihigi  p ve p’den daha
fazla olan derinlik baglantili en buyuk i¢ derinlikli bdlgenin sinir derinligi

a, = sup{a :P(I(«,D,F))= p}
ve supD(xF)=a" ile gosterilecektir. I(e,,D,F)’'nin varligi ise rasgele fonksiyon D(X;F)’nin

dagilim fonksiyonunun sirekli olmasi halinde gdsterilebilir.

Genel hatlariyla derinlik fonksiyonu D(x;F) kabaca sonsuzda sifirlanan, x bakimindan
surekli, 0<a<a' igin {x: D(x;F)=a}= 2 oldugunda ve derinlik fonksiyonu bakimindan A sinifi

A={i(@D,F):a c(0,a"))

ve ld fonksiyonu « e(O,a‘) icin A4(I(«,D,F)) sonlu, kesin azalan ve surekli tireve sahipse ilgili
genellestiriimis yizdelik fonksiyonu 0 < p<1 igin
U(p) =inf{2,(I(a,D,F):P(I(a,D,F))> p}
=A,(I(,,D,F))

olacak ve g(p) =1/U’(p) segcildiginde n— o iken

£.(p)= g(PWN(U,(p) - U(p)—=> B(p)
olup burada B(.) Brownian képrii yani C[0,1], [0,1]’da taniml siirekli fonksiyonlar sinifi ve |.| ile
uretilmis Borel kimelerinin sinifi ® lzerinde tanimh Gauss slrecine dagilimda yakinsar.

Ornegin I(a,,D,F) bolgesindeki derinlik temeline dayali ¢ok degiskenli sacilim GlgUst
I(e,,D,F)’nin hacmi olarak tanimlanir, V(pD,F)=Hacim(I(«,,D,F)). U(p)=V(p,D,F) olarak
tanimlanip v(p) bunun tlrevini gdstermek Uzere yukaridaki sonucun bir uygulamasi olarak bir
p €(0,1) igin n— o iken

v(p)"'n"(V(pD,F,)~V(p, D, F)—— N(0,p(1- p))
dir. Sonuglarin uygulamaya gegciriimesi asamasinda v(p) bilinmedidinde bunun dizgun tutarli bir
tahmin edicisi v(p) bulunup v(p) yerine kullanilabilir. [4]de  (p) 'nin érneklemden gdzlemlenen
V(p D,F,)’nin dizgunlestiriimis (smooth) halinin kullanilarak elde edilebilecegi ifade edilmektedir.
V(p D,F,)’nin bir p igin bliyiik drneklem » (0,1)gtiven dizeyli bir gliven bandi
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V(p,D,Fn)ik%

kullanilarak olusturulabilecektir. Burada k bir sabit olup [a,b]<(0,2) arahgi igin P(IB(.)IZ gk)zy
olacak sekilde elde edilir.

Uygulama

Yukarida verilen sonucun uygulamalarindan birisi dagihma uygunluk testleri yerine
kullanilan Q- Q cizitlerine gliven bantlari yerlestirilerek gorsel yoni 6ne ¢ikan, degerlendirme ve
yorumlamada baska kolayliklari da saglayabilen, dadihima uygunluk testlerine bir alternatif
gelistirmek olabilir. Rasgele degiskenlerin dagiimlarina uygunluk testlerine bir alternatif olarak
Rosenkrantz[5]tarafindan yapilan bu 6neri ¢cok degiskenli dagihmlara uygunluk icin Liu, Parelius ve
Singh [6] tarafindan énerilen ve derinliklere dayali bazi gizitler icin uyarlanabilir.

Bu uyarlama eliptik dagilimlar icin dagilima uygunlugun grafik degerlendiriimesine yOnelik
olarak Karabulut ve Oztiirk[7]'de verilen uygulama igin de gegcerlidir.

Eliptik dagihma sahip bir rasgele vektériin olasilik yogunluk fonksiyonu, xeR’ olmak
lzere c,, d’ye bagh bir sabit; h, R — R"U {0} olan bir fonksiyon ve X, pozitif tanimli bir matris

olmak uzere
C -1
fu>=Ejzh«x—yyzou—ﬂD
0
bicimindedir, [8] . ilgili rasgele vektériin bilegsenlerinin ikinci dereceden momentlerinin var olmasi

halinde sacilim matrisi varyans-kovaryans matrisi olup X ile gosterildiginde bir « sabiti igin
¥, =ax ve EX=u olacaktir.

[6] © da aciklandigi Uzere X eliptik dagilima sahip d boyutlu rasgele bir vektor ve
p (0,12) bir sabit olsun. 7,, p ve d’ye bagl bir sabit olmak izere

Z(p)=ny%
dir. Y =(X- u)'Z,'(X- ) ve &, bu rasgele degiskene ait p. ylizdeligi géstermek lizere

CE(v|y<¢)

= E(Y)

dir. Normal dagihmin 6zel bir eliptik dagilim oldugu aciktir. Eger, d boyutlu normal dagihimii
rasgele bir vektor sdzkonusu ise yukaridaki sonugta ifade edilen Y rasgele degiskeni  sekil
parametresi d/2 ve Olgek parametresi 2 olan gamma dagilimina sahip, yani Y ~Gamma(d/2,2)
olacaktir. Ozel olarak d=2 alindiginda da Ustel, yani Y ~Ustel(2) dagilimli olup

m=1;pma—m+1

olacaktir. [7] ‘de uygulamada yapildi§i gibi derinliklere dayali olarak ﬁ(p):ﬁpi saglayacak ﬁp
tahminleri ile 7, degerleri birbirlerine ne kadar yakin konumlanmalari elde ki 6rneklemin s6zkonusu
cok degiskenli eliptik dagihma sahip olabilecegini destekleyici bir kanit olacaktir. Burada i
s6zkonusu dagihmin sacihm matrisi varyans-kovaryans matrisinin bir tahmin edicisi Z(p) ise «,
derinlikli  kontur (derinliklere ait izdisim egrisi) iginde kalan p. merkezi bdlgesi
1(@,, D, F) = K{X), Xy, Xaps X3 iGiNde kalan gozlemlerle elde edilen (p) tahminidir.

Yukaridaki kosullari saglayan verilen bir derinlik fonksiyonu D igin o €(0,1) olmak Uzere
derinlik degerleri « e(O, a*) icin A= {I(a, D,F):« e(O,a*)} kiimeler sinifinda
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U(p) = inf{A(I(«,D,F)): P(I(a,D,F)) > p}
=inf{A(I(«,D,F)): 0<a<a}

= ((@,.D,F))
= 1(l(e,,D,F))
= 77p
bir yGzdelikler sireci olusturur. Clnkid burada 7, «’ya gbre azalan, sonlu ve ele alinan gok
degiskenli normal dagihm sinifi i¢in sirekli tireve sahiptir. Derinlik fonksiyonu D eger yari uzay
derinligi veya simpleks derinligi ise
[4]te Teorem 3.1'e gore her p €(0,1) igin n— o« iken
1 2.
Fnz (1, = 1,)——> N(O, p(1~ p))
P

- 1-pn?
olup 7,ortalamasi 7, ve varyansi D(_np)fip_ asimptotik normal dagihimhdir. Buradan her

p e[a,b]=(01) igin
- Ty
196 7=

degerleriyle olusturulacak y=0.95 gliven dizeyli given bantlari sézkonusu ¢izite eklenip gok
degiskenli normal dagihma uygunlugun testine bir alternatif sunulmus olur.

Sonug

Yukaridaki uygulamada [4]te bilinmeyen v(p) yerine bir tahminin konuldugu degil,
kendisinin de tahmin edilmesine gerek duyulmayacak duruma bir 6rnek sunulmustur. Cok
degiskenli normal dagilima uygunlugun testinin grafiksel alternatiflerinden birisi olarak [9], [10] ve
[11]'de Onerilen diger test ve grafiksel dederlendirmelere gére uygulama ve degerlendirme kolayhgi
oldugu 6ne surdlebilir.
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