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UCGENIN GERGONNE NOKTASI YARDIMIYLA UCGENSEL FUZZY SAYILARI
SIRALAMA YONTEMI

Handan AKYAR!, Emrah AKYAR?

Ozet

Bu ¢alismada, bir liggenin Gergonne noktas1 yardimiyla, {iggensel fuzzy sayilar1 siralamak i¢in
yeni bir siralama yontemi sunulmaktadir. Sunulan yontem literatiirdeki mevcut siralama yontemlerinin
eksikliklerini gidermektedir. Verilen siralama yontemi, liggensel fuzzy sayilarin yaninda aynm agirlik
merkezine sahip ticgensel fuzzy sayilarla birlikte, gercel (crisp) sayilar1 da siralayabilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Uggensel fuzzy say1, Gergonne noktasi, Uggensel fuzzy sayilari siralama.

A METHOD FOR ORDERING TRIANGULAR FUZZY NUMBERS USING THE
GERGONNE POINT OF A TRIANGLE

Abstract

In this paper, a new method for ordering triangular fuzzy numbers using the Gergonne point of a
triangle is presented. The proposed method overcomes the drawbacks of the existing methods in the
literature. The suggested method can order triangular fuzzy numbers as well as crisp numbers and
triangular fuzzy numbers with the same centroid point.

Keywords: Triangular fuzzy number, Gergonne point, Ordering triangular fuzzy numbers

1. GIRiS

Fuzzy sayilarin siralanmasi risk analizi, optimizasyon, sosyal ve ekonomik sistemler, hava
tahmini gibi bir¢ok giinliik problemde énemli bir yer tutmaktadir (bkz. [1-9]).

Fuzzy sayilarinin siralanmasi fikrinin ilk olarak 1976 yilinda Jain tarafindan ortaya atilmasindan
bugiine, fuzzy sayilar siralamak i¢in ¢ok ¢esitli yontemler sunulmustur [10]. Sunulan bu yontemlerin
cogu iicgensel fuzzy sayilar1 siralamak i¢in bir iiggenin agirlik merkezini kullanmaktadir. Agirlik
merkezinin liggensel fuzzy sayilar1 siralamak icin kullanilmasi ilk olarak Yager tarafindan onerilmistir
[11]. Yager’in yontemi siralama i¢in iiggenin agirlik merkezinin sadece apsisini dikkate almakta,
Murakami vd. ile sunulan yontem ise agirlik merkezinin her iki koordinatini da dikkate almaktadir [7].
Ancak her iki yontem de ayn1 agirlik merkezine sahip iicgensel fuzzy sayilari siralayamamaktadir. Chen
& Chen iiggenin agirlik merkezi ile birlikte standart sapmayi kullanarak yeni bir yontem sunmustur [12].
Lee & Chen farkl sekildeki fuzzy sayilar i¢in yeni bir siralama yontemi onermistir [13]. Abbasbandy
vd. uzaklik yontemiyle fuzzy sayilar1 siralamistir [14]. Ezzati vd. literatiirdeki bazi yontemlerin
eksikliklerini gideren yeni bir yontem sunmustur [15]. Akyar vd. fuzzy sayilari siralamak i¢in tiggenin
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i¢ teget gemberini kullanarak yeni bir siralama yontemi 6nermistir [2], [16]. Diizce liggenin dokuz nokta
cemberini kullanarak bir bagka siralama yontemi sunmustur [17].

Bu calismada, tiggenin Gergonne noktas1 yardimiyla Akyar vd. ile verilen i¢ teget cembere dayali
yontem gelistirilerek yontemin eksiklikleri giderilmistir. Fuzzy sayilarin siralanmasinda mevcut
yontemlerin ¢ogu bir gercel say1 olan skor belirleyerek siralama yapmaktadir [16]. Fuzzy sayiya bir
gercel say1 karsilik getirerek siralama yapmak, fuzzy sayiya ait cogu verinin kaybolmasina ve mantiga
aykir1 siralama sonuglarinin ortaya ¢ikmasina yol agmaktadir. Bu nedenle ¢alismada sunulan yontemde
iicgensel fuzzy sayilara bir gergel say1 karsilik getirmek yerine bu sayilara bir sirali tiglii karsilik
getirilerek sozliik siralama kullanilmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde bir tiggenin Gergonne noktasi tanimlanarak Gergonne noktasinin
baz1 ozellikleri verilmistir. Uciincii boliimde ise fuzzy sayilar ve temel Ozellikleri sunulmustur.
Dordiincii boliimde, iiggensel fuzzy sayilar1 siralamak igin yeni bir yontem verilmis, besinci boliimde
ise sayisal orneklerle onerilen yontemin mevcut bazi yontemlerle kiyaslamasi yapilmistir. Sonug ise
yedinci boliimde yer almaktadir.

2. BIR UCGENIN GERGONNE NOKTASI

Literatlirde bir iggenin agirlik merkezi, i¢ teget cemberin merkezi, diklik merkezi (orthocenter),
cevrel cemberin merkezi, vb. ¢ok fazla sayida merkez tanimlanmistir (bkz. [18]). Fransiz matematikg¢i
J. D. Gergonne liggenin i¢ teget cemberi yardimiyla kendi adiyla amilan bir baska merkez daha
tanimlamistir. Bir iggenin Gergonne noktasi, liggenin i¢ teget gemberinin kenarlara degme noktalarini
kars1 kose noktalariyla birlestiren dogru parcalarinin kesisim noktasi olarak tanimlanir ve genellikle G
ile gosterilir (bkz. Sekil 1).

Sekil 1: Bir ABC tiggeninin G Gergonne noktasi

Teorem 1 (Martin 1982) Bir iiggenin i¢ teget cemberinin {iggenin kenarlarina teget oldugu noktalar
ticgenin karst kOse noktalariyla birlestiren {i¢ dogru pargasi bir tek noktada kesisir [19].

Ceva Teoremi kullanilarak Teorem 1’in kanit1 kolayca verilebilir.

Bir ABC figgeni verildiginde bir P noktasmn trilineer koordinatlari, P noktasinin ABC
iicgeninin kenarlarina olan uzakliklari ile orantili sirali tiglii olarak verilir. Bir P noktasinin trilineer
koordinatlar1 genellikle a: B: ¥ bigiminde verilir (bkz. Sekil 2).

B

(8]
\P///

Ty
'8

A C

Sekil 2: P noktasinin ABC tiggenine gore a: [5: y trilineer koordinatlari

Bir ABC ii¢geninin G Gergonne noktasinin trilineer koordinatlart a = |BC|, b = |CA| ve ¢ =
|AB| olmak tlizere
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,(BAC\  ,(ABC\ ,(ACB
sec ) .sec ) .sec )

ya da

bc _ ca _ ab
b+c—a'c+a—-b a+b—-c

(1)
seklinde tanimlanir [20].

Bir ABC ii¢genine gore bir P noktasinin a: f:y trilineer koordinatlari verildiginde bu koordinatlara

karsilik gelen Kartezyen koordinatlari

L S S S S S
aa+bB+cy aa + bp + cy aa + bp + cy (2)

ile hesaplanur.
3. FUZZY SAYILAR

Bu boliimde fuzzy sayilar ile ilgili sonraki boliimler i¢in gerekli olan temel tanim ve gosterimler
ile fuzzy sayilarin baz 6zellikleri verilecektir. Fuzzy sayilar ile ilgili daha kapsaml bilgi igin [21] ve
[22] incelenebilir.

Bir X kiimesi iizerinde A fuzzy kiimesi, A: X — [0,1] fonksiyonu olarak tanimlanir. A fonksiyonu
icin genellikle uz simgesi kullanilir ve A fuzzy kiimesi her x € X 6gesini uz(x) € [0,1] ile esleyen
wi(): X — [0,1] iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir. Burada p7(x) degeri x € X 6gesinin A fuzzy
kiimesine ait olma derecesini gosterir.

A, X kiimesi iizerinde taniml1 bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda 4 fuzzy kiimesinin destegi (support’u)

S(A) = {x € X:pz(x) > 0}

seklinde tanmimlanir. 4 fuzzy kiimesinin yiiksekligi ise
h(4) = sup pz(x)
x€X

olarak verilir. Eger h(ﬁ) = 1 ise A fuzzy kiimesine normal fuzzy kiime denir.
a € [0,1] ve A, X kiimesi iizerinde bir fuzzy kiime olsun. Bu durumda

a {xeXiuj(x)=a} , a€(01]ise
[A] _{ clS(/i) , a=0ise

kiimesine A fuzzy kiimesinin a-kesmesi denir. Burada clS(A) ile S(/T) kiimesinin kapanist
gosterilmektedir.

A fuzzy kiimesi R™ kiimesi iizerinde taniml1 olsun. Eger her a € [0,1] icin [A]a a-kesmeleri
konveks kiime ise A fuzzy kiimesine konveks fuzzy kiime denir.
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R iizerinde taniml1 bir A fuzzy kiimesi, konveks, normal, uz iiyelik fonksiyonu iist yari siirekli ve
S (/T) destek (support) kiimesi sinirl ise A fuzzy kiimesine bir fuzzy say1 denir.

a(x) a(x)
L, (s [ L == @)
| | | | |
L1 x L1 x ! x
| a b ¢ d | a b ¢ d | a b=c d

Sekil 3: Sirasiyla LR, yamuk ve tiggensel fuzzy sayilar
Bundan sonraki kesimlerde fuzzy sayilar biiyiik harf yerine a gibi kiigiik harflerle gosterilecektir.

Uygulamalarda cogunlukla genel fuzzy sayilar yerine tiggensel, yamuk, LR-fuzzy sayilar gibi
ozel tipteki fuzzy sayilar kullanilmaktadir. L,R:[0,1] — [0,1] siirekli, artan ve L(0) = R(0) = 0,
L(1) = R(1) =1 kosullarin1 saglayan iki fonksiyon olsun. Ayrica a < b < c¢ < d gergel sayilari
verilsin. Bu durumda

( 0 , x<a
X —a
L(b—a) , a<x<b
a:R - [0,1], d(x) =1 1 , b<x<c
R(d—x) <x<d
d—c/ '’ €=x
\ 0 , d<x

seklinde tammlanan @ fuzzy sayisina LR-fuzzy say1 denir. Ozel olarak L ve R fonksiyonlari lineer ise @
fuzzy sayisina yamuk fuzzy say1, eger

( 0 , x<a
X—a
, a<x<b
- b—a
a(x)=Jd_x
<
-7 b<x<d
0 , d<zx

ise d fuzzy sayisina iiggensel fuzzy say1 denir. O halde bir @ tiggensel fuzzy sayisi q; < a,,, < a, olmak
tizere, (a;, ay, a,) Ucliisii ile gosterilebileceginden a: = (a;, a,,, a,-) seklinde yazilabilir.

Bu ¢alismada sadece liggensel fuzzy sayilar ele alinacaktir. Tiim tiggensel fuzzy sayilar kiimesi T
ile gosterilecektir.
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4. GERGONNE NOKTASI YARDIMIYLA UCGENSEL FUZZY SAYILARIN SIRALANMASI

Keyfi @ = (a;, aym, a,-) lggensel fuzzy sayisi verildiginde bu tiggensel fuzzy sayiya karsilik kose
noktalarinin koordinatlari A = (a;,0), B = (a,, 1) ve C = (a,,0) olan bir ABC tiggeni karsilik
getirilebilir. Bu durumda

a=|BC|=+/(am —ay)? +1, ©)
b =|AC| = a, — a,, 4)
c=|AB| = /(ay — a)? + 1 ®)

olur. (1) ve (3)-(5) kullanilirsa, ABC ti¢genine gore G Gergonne noktasinin @: §: y trilineer koordinatlari

(ar B al)\/(am B al)z +1

a:ar—al+\/(am—al)2+1—\/(am—ar)2+1
g = \/(am_al)2+1\/(am_ar)2+1

_al—ar+\/(am—al)2+1+\/(am—ar)2+1
y = (ar_al)\/(am_ar)2+1

ar—a;++/(@m—a,)2+1—(aym—a)?+1

elde edilir. Boylece verilen her @ € T iiggensel fuzzy sayisina karsilik trilineer koordinatlar1 a: B: y olan
bir G Gergonne noktasi elde edilebilir. (2) ifadesi kullanilarak bu trilineer koordinatlara karsilik gelen
Kartezyen koordinatlar ise

aaa; + fba,, +yca, Bb )

G~: ~,~: ,
a = (xaya) ( aa + Bb + yc aa + Bb +yc

(6)

seklinde elde edilir.

Ornek 1. @ = (1,3,4), b = (0,2,4) ve ¢ = (1,2,3) iiggensel fuzzy sayilar1 verilsin. Bu iiggensel fuzzy
sayilara karsilik gelen iicgenler ve bu liggenlerin Gergonne noktalar1 Sekil 4’teki gibi olur. Gergonne
noktalarinin koordinatlari ise (6) ifadesi yardimiyla sirasiyla Gz = (2.9716,0.6809), G; = (2,0.8090)
ve G. = (2,0.5469) olarak hesaplanir.

L1 7 X
/ A(,\
’ Fp Nt Lxen
- e o TN %
b ’ T Ge N a
s \ ¢
gl AN
= } 4 ~ z
1 2 & 4

Sekil 4: Ornek 1°de verilen d, b ve ¢ iiggensel fuzzy sayilari ile bu sayilara karsilik gelen Gergonne noktalar

Asagidaki onerme tiggensel fuzzy sayiy1 temsil eden ABC tiggeninin |AC| uzunlugunun sifira
yaklagmasi durumunda {iggenin Gergonne noktasinin davranisi hakkinda bilgi vermektedir.
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Onerme 1. §; ve 3, keyfi pozitif gercel sayilar olmak iizere, & = (a,, — 8y, A, Ay + 0,) iiggensel
fuzzy sayisi verilsin. Bu @ tiggensel fuzzy sayisina karsilik gelen tiggenin Gergonne noktasi G olsun.
Bu durumda s lim0+ Gz = (a;,, 0) olur.

1,62—

Kamt. §,,6, » 0% ise a,c - 1, a;,a, = a,, ve b — 0 olur. Burada a, b ve c sirasiyla (3), (4)
ve (5) esitlikleriyle tanimlanmustir. Bu ifadeler (6) esitliginde yerine yazilacak olursa,

aaa; + fba,, + yca, Bb
Ga ( aa + Bb + yc 'aa+ﬁb+yc>
_ (aam +yan ’ O)
at+y
= (am0)

olur.

Onerme 1 yardimiyla @ = (a;, a,,, a,) iiggensel fuzzy sayisi gergel say1 (crisp number) yani a; =
a,, = a, oldugunda Gergonne noktasinin koordinatlar1 G; = (a,,, 0) olarak alinabilir.

Diger taraftan, farkli iggenlerin Gergonne noktas1 ayni olabileceginden tiggensel fuzzy sayilar ile
bu liggensel fuzzy sayilara karsilik gelen liggenlerin Gergonne noktalar1 arasindaki esleme birebir
degildir. Ancak @ = (a;, ay, a,) Ve Gz = (x5, y5) olmak lizere,

GOT->{((x,y2) eR*:0<y<1},  G@ = (xa1-Yaam) ()

dontisiimii birebir olur. Simdi sozliik siralama (lexicographical order) yontemi ve (7) ile verilen
doniistim kullanilarak tiggensel fuzzy sayilar siralanabilir. Yani @ = (a;, a,,, a,) ve b = (by, by, by)
iicgensel fuzzy sayilari igin,

a<beg@<,g(b) (8)

bigiminde tanimlanarak bir siralama verilebilir. Burada <; simgesi sozliik siralamay1 géstermektedir ve

(1, %2, x3) <, (Y1, ¥2,¥3) © Am = 1,2,3)(Vi <m)(x; = ;) A (xpy < Ym)
seklinde tanimlanir.

Buna gore Ornek 1°de verilen @ = (1,3,4), b = (0,2,4) ve ¢é = (1,2,3) iiggensel fuzzy sayilari
icin Gz = (2.9716,0.6809), Gz = (2,0.8090) ve G, = (2,0.5469) oldugundan (8) kullanilarak
(2,1 -0.8090,2) <;, (2,1 —0.5469,2) <; (2.9716,1 — 0.6809,3)

elde edilir. Buradan b < ¢ < @ olur.

Sirali tigliiler tizerinde sozliik siralama bir tam siralama bagintisi oldugundan 6nerilen siralama
yontemi ile elde edilen siralama da iiggensel fuzzy sayilar kiimesi T iizerinde bir tam siralama bagintisi
olur.

5. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, sunulan yontem literatiirdeki cesitli yontemlerle, tiggensel fuzzy sayilarin farkli
kiimeleri kullanilarak karsilastirilacaktir. Kullanilan {i¢gensel fuzzy sayr kiimeleri Sekil 5’te
gosterilmistir. Bu liggensel say1 kiimelerinin ilk dérdii [12] ve [13] ¢alismalarindan alinmustir. Her bir
yontem ile elde edilen siralama sonucu ise Tablo 1 ile verilmistir.
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1

Kiime 1
— d=(0.1,0.3,0.5)
--=b=(0.3,0.5,0.7)
o G; = (0.3,0.1087)
= Gj = (0.5,0.1087)

Kiime 2
— @ =1(0.1,0.3,0.5)
---b=1(0.2,0.3,0.4)
e G; = (0.3,0.1087)
= G; = (0.3,0.0524)

Kiime 3
— a=(0.3,0.5,1.0)
---5=1(0.1,0.6,0.8)
e G; = (0.5814,0.1927)
n G} = (0.5185,0.1927)

Kiime 4
— @ =(0.1,0.3,0.5)
--=5=(0.2,0.3,0.5)
e (; = (0.3,0.1087)
n G = (0.3393,0.0799)

Kiime 5
— = (0.1,0.3,0.5)
---b=1(0.1,0.3,0.4)
o G; = (0.3,0.1087)
= Gj = (0.2607,0.0799)

1L \ Kiime 6
. — a=(0,0.4,0.7)
\ ---5=1(0.2,0.3,0.5)
£ % e G; = (0.3731,0.1973)
1 e\ = G; = (0.3393,0.0799)
| L |
1
1
Kiime 7

— &=(—0.2,-0.1,0.1)
== b=(-0.3,0,0.2)
o G = (—0.0608,0.0798)
= Gj = (—0.0327,0.1376)

1
Sekil 5: Uggensel fuzzy say1 kiimeleri
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Siralama Sonuglari

Yontem Kime 1 Kiime 2 Kiime 3 Kiime 4 Kime 5 Kiime 6 Kiime 7
2(1%%%)[11] a<bhb — b<a ia<b b<a b<a a<hb
ogs ' a<b  —  b<a a<b b<a b<a a<b
E:Z%%n7;§L[(1:2]en a<bhb a<bhb b<a ia<bhb a<b a<b b<a
(L;;Og;ﬁggg i<b a<b b<a a<b b<a a<b a<bh
é%{zr)\ﬁf)] a<bhb a<bhb b<a ia<b b<a ia<b b<a
(Azgti%s)ba[gii“’d' a<bh b<a b<a a<b b<a b<a b<a
]()21621056)[17] a<bhb — b<a a<b b<a b<a a<bhb
(Ezzgfg)v?l's] ia<bhb ia<b ia<b i<bhb b<a b<a ia<b
Ss{%r::lamn a<bhb a<bhb b<a a<bhb b<a b<a a<bhb

Tablo 1: Sunulan yontemin diger yontemlerle karsilagtirmasi

Tablo 1 yardimuyla, listelenen her bir yontemin asagida verilen bazi eksiklikleri oldugu, ancak

sunulan yontemin ise bu eksikleri giderdigi goriilmektedir:

1.

Sekil 5 ile verilen kiime 1 ve kiime 4’te yer alan {liggensel fuzzy sayilar icin listelenen tiim
yontemlerin sunulan yontemle birlikte ayni siralama sonucunu verdigi goriilmektedir.

Kiime 2 ile verilen tiggensel fuzzy sayilar icin (Yager 1980), (Murakami vd. 1983) ve (Diizce
2015) ile verilen yontemler kullanilamamaktadir. (Abbasbandy 2013) ile verilen siralama
yontemi bu kiime icerisindeki tiggensel fuzzy sayilar i¢in p = 1 i¢in kullanilamamakta, p =
2,3,4 i¢in ise mantiga aykiri1 sonu¢ vermektedir. Bununla birlikte (Lee & Chen 2008), (Chen &
Chen 2007), (Akyar vd. 2012), (Ezzati vd. 2015) ile verilen yontemler ile sunulan siralama
yontemi ayn1 sonucu vermektedir.

Kiime 3 ile verilen liggensel fuzzy sayilar i¢in (Ezzati vd. 2015) ile verilen yontem disinda kalan
yontemler ve sunulan yontem ayni siralama sonucunu vermektedir.

Kiime 5 ile verilen iiggensel fuzzy sayilar i¢in (Chen & Chen 2007) hari¢ sunulan yontemle
birlikte tiim yontemler ayn1 siralama sonucunu vermektedir.

Kiime 6 ile verilen tiggensel fuzzy sayilar i¢in (Chen & Chen 2007), (Lee & Chen 2008) ve
(Akyar vd. 2012) ile verilen yontemlerin mantiga uygun olmayan bir siralama sonucu verdigi
goriilmektedir. Ancak sunulan yontemin bu eksikligi gidererek diger yontemler ile birlikte
istenen siralama sonucunu verdigi goriilmektedir.

Kiime 7 ile verilen iiggensel fuzzy sayilar i¢in (Chen & Chen 2007), (Abbasbandy vd. 2013) ve
(Akyar vd. 2012) ile verilen yontemlerin mantiga uygun olmayan bir siralama sonucu verdigi
goriilmekle birlikte sunulan yontem bu yontemlerin eksikligini gidererek diger yontemler ile
birlikte beklenen siralama sonucunu vermektedir.
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Tablo 2°de incelenen yontemler ile sunulan yontemin kisitlari karsilagtiriimaktadir.

Ayni agirhk merkezine sahip

Ayirt iicgensel fuzzy sayilari Gergel (crisp)
Yontem Edici dogru siralar sayilari siralar
Yager (1980), [11] x x x
Murakami vd.
(1983), [7] * * x
Chen & Chen (2007),[12] x v v
Lee & Chen
v v v
(2008), [13]
Akyar vd. (2012), [16] v 4 v
Abbasbandy vd.
v
(2013), [14] * *
Diizce (2015), [17] x x v
Ezzati vd. (2015), [15] v 4 v
Sunulan Yontem v v

Tablo 2: Sunulan yontem ile diger yontemlerin kisitlarinin kargilagtirmasi
Tablo 2’de listelenen yontemlerin aynmi agirlik merkezine sahip liggensel fuzzy sayilar igin
kullanilamamasi1, gercel sayilar1 siralayamamasi, mantiga aykiri siralama yapmasi gibi c¢esitli
eksiklikleri olmasina karsin, sunulan yontemin bu eksikliklerin iitesinden geldigi goriilmektedir.
6. SONUC
Bu calismada tiggensel fuzzy sayilari siralamak igin yeni bir geometrik yontem verilmistir.
Sunulan yontem, bir liggenin Gergonne noktasinin koordinatlar1 ve liggenin tepe noktasini kullanarak

sozliik siralama yardimiyla siralama yapmaktadir. Onerilen yontemin, literatiirdeki benzer yontemlerin
bazi eksikliklerini de giderdigi 6rneklerle gosterilmistir.
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