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Faruk ALPASLAN"

KARAR MODELLERINDEN OYUN TEORISI :

OYUN TEORiSi

B,

Su

Doğal durum

Olaylar' dizisi
i

Karar matrix'j :

(.) Atatürk Üniversitesi Işletme Fakültesi Doktora Öğrencisi.

(1) Aslan, Prof. Dr. Demir. Üretim Ekonomisi ve POlitikası. A.Ü. işletme Faküıtesi

yayın!arı yayın no. 396-53. Sevinc Matbaosı. Ankara 1975 s. 80
(2) Aynı eser. s. 80-81.
('3) Karayaicın, Doc. Dr i. ilhami. Hareket Araştırması. LT.O. yayınları yayın no.

730 Gümüşsuyu ist. 1968 s. 107.

Oyunlarda tarafların her hamle sonunda birbirine ödedikleri ve
ya ödemeye mecbur kaldıkları miktarlara oyun parası veya ödeme
denir. Bir tarof ödese, diğer taraf alsa dahi alan tarafın'ki pozitif ol
mak üzere her iki tarafto ödedi veya ödemede bulundu denir. (3)

Herhangi bir şart altında ya da dltrumda karar vermenin esası

iki yo da daha fazla faaliyet yahut olay dizisi arasındaki seçlmdir.e)
Seçimde optimal korarı verebiılmek için olaylar serisini çeşitiiı varsa
yımlario içermek gerekir. Oloyları bağımlı ve bağımsız değişken grub
larına göre sıralamak ve sonra sıra seçimleri yapmak gerekece'ktir.

Olaylardizisi karar verme durumunda olan kişinin kontrolu al
tındaki bir ya da daha fazla inputlardan oluşur ve kararın sonucu
sadece bu kişinin davranışına değiL, kontrolu altmda olmayan input
lara da bağlıdır. Her elverişli olayı "A/' ile gösterelım. Kontrol edile
meyen değişkenleri de "Bt ile gösterirsek her mümkün olay ve do
ğal durum değişkeni için tekbir sonuç, "Sit vardır. Bu ifadeleri bir
matrix i1-e gösterebiliriz. rı)



(4) Aslan, Prof, Dr. Demir. Üretim Ekonomisi ve Politikası, A.Ü. işletme Fakültesi
yayınları. Yayın No_ 396·53 Sevinç matbaasl. Ankara 1975. s. 81

(5) Jr. Hanshow. R.e.• K. Gü/çür, Fazıl, istatistik karar teoril3ri. ihtimaller - Belir
sizlikler. isı. LT.A. Yayınları yayın no : 48·100 Berksoy mat. isı. 1969 s. 3

(6) Aslan. Prof_ Dr. Demir. Üretim ekonomisi ve Politikası. s. e3

Bu nedenle matrix'te "ödemeler matrix'i" yada "sonuç matrix'i"
olarak isimlendirilir. 14}

Karar matrix'i ile herhangi bir seçme durumu karşısında karar
·vermenin gerekliliği ortaya çıkmaktadır. Herhangi bir olay ve buna
bağlı olarak secenek bir veya tek taraflı ise, konu ve seçenek hak
kında kmar verme yoluna gidilmez. Dolayısiyle olay tek yönlü ise ve
probJemin bu yönüyle i1gilenilmedlği durumlarda ortada çözümü ara
nacak bir problem de kalmayacaktır. Olayın sonucu bütünüyle iyi ve
ya kötüdür. O haldekarar verme işlemi -aşağıdaki gibi izah edilebi
lir. (~)

1 - Bir şahıs veya bir grup şahıslar için tercih etmek veya mak
sada uygun bir konu seçmek durumu vardır.

2 - Bu şahıslar, hadiselerin muhtelif durumları ile karşı karşı

yedırlar. Bu yönlerden bazıları onlar için iyidir, isteklerjne yakındır,

diğer bazıları ise, onlar temfındon arzu edilmemektedir.

3 - Yine bu şahıs/or, bu karşılaştıkları ve seçimini yapmak du
rumunda bulundukları konu, ile yetinmeyip, bu ,konulardan en iyisini
arama-ktadır/or. .

Aynı düşünceden hareket eden bir çok kişiler bulundukları du·
rumlerda karar doneleri ışığında seçenekleri kullanmaya çalışacak

. /ardır. Problemin çözümü bu çatışmalor arasında uzlaşmayı sağla

mak olmalıdır. Bu uzlaşmanın saptanooilmesi de iyi bir şekilde be
lirlenmiş karar süreci ve unsurlarının dizilişine bağlıdır.

Karar verme sorununu ve sürecini oluşturan unsurların tümü göz
önüne alınırsa izlenecek yöntemi _belirlemek mümkündür. (6)

1 - Önce bir ka.rar kriteri seçilir.

2 - K-arar sürecinin mümkün sonuçları ile mümkün kararlar ta·
nımlanır.

3 - Karar sürecinde ne tür olasılık dağılımının uygulanacağı

saptanır ve karar matrix'inin inputlarına mümkün olan olasılık değer

leri verilir.

4 - Faydayı ölcecek bır fonksiyon saptanir.
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(71 Aslan. Prof. Dr, Demir. Üretim Ekonomisi ve Politikası. A.Ü. işletme Fakültesi
yayınları. Yayın No. S96·53 Sevinç matbaası. Ankora. 1275 s. 84

5 - Karar seçenekleri ıçın bir deney yapılır.

6 - inputlara verilen olasılıklar gözden geçirilerek deney so
nuçlarına göre gerekiyorsa düzeltme yopılır.

7 - Her mümkün karar için süreç inputlarının riski hesaplanır.

8 - inputlara verilen olasılıklar kullanılarak her mümkün kara~

rın umulan riski hesaplanır.

9 - Minimum umulan risklikarar optimumdur.

Olayları mümkün olon bütün yönleriyle düşünmek ve sonucunun
ne olabileceğini tahmin etmek. sonra en iyisini seçmek taroflan çe
lişkili kılabilir. Bu nedenle oyun teorisi k·arar verenin veya seçim ya
panın kazancını maxsimize, koyıplarını ise, minimize etmek esasına

bağlıdır. Bu nedenle her bir tarafın belli stratejilerinin olacağı doğal

dır.

Oyuncular oynamayı kabul ettiklerinde oyunun başlamasıyla ka
yıp ve 'kazançlarını düşüneceklerdir. Oyun esnasında tarafların birbir
lerinin nasıloynayacaklarındanhaberleri olmoy,abilir. Da'ha önce taraf
lar kendi aralarında aynı oyunu oynamışlarsa, deneysel tahminler
clabilec€!ktir. Taraflar oyunu, oyun kurallarına uyacak biçimde oyna
maltdırlar. !Jyulmosı gerekli olan hareketlerin tümüne oyun denir.

Tarafların belli bir oyunda seçecekleri hareketlerin tümüne stra·
teji de denir. Diğer bir ifade ile strateji, bir oyuncunun eylemler seti·
dir ... Oyuncunun önceden belirlenmiş seçim yapma yöntemleridir. (')

Strateiiler alt stratejiler olabildiği gibi alternatif de olabilir. Oyun
sırasındaki hareketlerin bir kısmında bir oyun (alt strateji) diğerinde

diğer bir oyun uygulanırso, karma strateji izleniyor denilebmr. Oyun
cu tarafından yalnız ve yalnız tek bir strateji hamlesi de olobilir. (saf
strateji). Oyunda tarafların belli bir gayeleri vardır. Bu gayeleri ger,
çekleştirmedeki etkenliği ölçmekiçin yine belli bir ölçü seçilebilir. Bu
seçilen ölçüye tesirlilik ölçüsü denir. Tarafların çeşitU stratejileri iCin
birbirlerine yapacaklan ödemelerin bir tablo halinde gösterilmesine
oyunda ödemeler matrix'j adı verildiğini belirtmiştik.

Cok sayıda oyuncuların olması halinde matrix coklu hatta uzay
matrix'i olarak alınır. Bu gibi durumlarda stratejiler sonsuz Iimite gi
dece-k ve optimal çözüm sonsuza okorak sonsuz değer alacaktır.

,
Ödemeler matrix'inde maximin ve minima~ stratejilerde buluna

bilir. Oyunda Max-min, matrix'te mrflimum değerli stratejilerden maxi-

25Il'f'\RUK ALPASLAN



OYUN TEORisi VE REKABET MODELLERi

(8) Aslan, Prof. Dr. Demir Üretim Ekonomisi ve Politikası. A.Ü. işletme Fakültesi
yayınları. Yayın No. 396-53 Sevinç matbaası.'Ankara 1975. s. 85.

(9) Karayaıçın, Doç. Dr. L ilhami. Hareket Araştırması. LT.Ü. yayınları Yayın No.
730 Gümüşsuyu ist. 1968 s. 106

Oyunun çözümü, her oyuncu ıçın en iyi stratejinin bulunmasıdır.

En iyiden ,kosıt. ödeme durumunda olon oyuncunun ödenmesinin ,ki
-matematiksel umutlar- minimum olduğ~ strate idir. Başka bir deyiş

le, kazanan oyuncunun kazancını maximum yapan stratejisidir. (B)

OYUN TEORİSi
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Oyunda oyuncuların seçenek sayıları eşit de olabilir. Bu gibi hal
lerde eşit olan ı.ki taraflı oyunlara kare oyunlar, torkıı olanlara farklı

veya ·dikdörtgen oyunlar denmektedir. Oyundo ödemeler matrix'inin
sıra minimumu ile kolon maximumu eşit olabilir. Eşitliğin meydana
geldiği, yani max = min olduğu noıktay.:] deng-e noktası denir. Böyle
si matrix'lere de denge noktalr matrixl.er veya denge noktalı oyunlar
denmektedir.

mum alanını, min-max, maximum değerl'i olan stratejilerden minimum
alanını seçmek demektir.

Oyun stratejisi gereği seçilen alternatiflerle seçim sonunda ta
rafların yaptığı ödemelerin toplamı sıfır veya sıfırdan farklı olabilir.,
Bunlara sıfır toplamiı ve sıfırdan forkıı toplamil ödemeler oyunu de
nir.

Bir çok ekonomik problemlerde, problemin şartları tarafından

empoze' edilen belli sınırlamalara konu olmak kaydı ile çözüm maxi"
mum durumun tayini olarak belirir. Örneğin, bir tüketici bütçesinin
dengede olması şartına bağlı ol.ar<ık faydasını maxim~ze etmek iste
yebilir. Coğu zamanlar problem alternatif olarak bir maximum veya
minimum durum olarak ifade edilir. Bir firmabelli bir input için mali
yeti minimize eder veya belli bir maliyet icin output'u maximize eder.
Esas olaraik cözüm doğrudan dOğr.uıya yapılaibildiği gibi maximizasyon
veya mjnimizosycn durunıu da çöz'Ümdearanarak yapılabilir.

Sepbest ekonominin, teorik de olsa, temel özelHklerinden birisi
rekabet halidir. Bir işletmenin mkipleri vardır. Dolayısiyle de işletme·

nin iç problemine en iyi çözümleri bulması yetmeyecektir, Üstelik bu
defa, umumiyette kontrolü dışında olan rakiplere göre kendisini ayar
laması ve rakipleri karşısında kendisine mümkün maximum g~eliri

(ödemeyi) temin edecek bir strateji tayin etmesi gerekecektir. (9) Son-



(10) O. Alien, R.G. Mathematical Economics. London. Macmillan and co LTO New
. York. St martin's press, 1956. s. 493

(11) a.g.e., s. 493-494,

ra bir rekabet piyasasında çok sayıda alıcı ve satıcı da olabilir. Böy
lesi bir piyasada her fert kendi maximum getirisini elde etmeye ça
lışırken diğerinin davranışlarından et!kilenmez.

Aynı eşkilde tek satıcının veya çok alıcının bulunduğu veya bu
nun tersi bir monopol veya monopson problemler de basit olarak
maximum durum şeklinde jfade edilir. Bununla beraber diğer ekono
mik durumlarda, Nevman ve Magenstern tarafından (1944-1954) üze
rinde durulduğu gibi oldukça far·klı problemler doğar. Genellikle bu
gibi haller bazı menfaat çatışmalarının mevcut olduğu ve çözülmesi
gerektiği durumlarda ortaya çıkar. (,0)

Bu şahısların, işletmelerin bir olayda menfaatlarının karşılanma

sı (çatışmanın çözülmesi) halinde, kendi aralarında ikili yoda çoklu
oyun oynamalarından ba.şka bir şey değildir, Eğer menfaat çatışması

belli bir grupların arasında cereyan ediryorsa, örneğin; piyO'sada belli
bir alıcı ile satıcı arasında ise, piyasanın veya' grupların özellikleri be
lirlenmelidir. Şayet piyasada bir alıcı ile bir satıcı varsa ikili monopal,
iki veya daha mahdut sayıda satıcı ile çok sayıda alıcı varsa duopol
veya oligopol piyasalardan söz edilecektir. Buna benzer durumlar
grev ve lokavt problemlerinde ve bu problemlerin çözümünde de 019
bilir. Üstelik ücretlerin bir grup tarafından tayininde problemin çözü
mü maximum ve minimum değerlerin bulunmasıyla da halledilemez.
Bu tür problemler tarafım tarafından benimsenen stratejiler açısın

dan daha karışık sorunlar ortaya çıkarır. Örııeğin; sendika ücret ta
yininde tşverene A ve B gibi alt ve üst sınır önermişse. işveren her
iki sınır aralığında nasıl davranaeağını ve en uygun' ücretin ne olabi
leceğini bazı tahminlere dayamak zorunda kalacaktır. J3una benzer
olarak, piyasada A ve B gibi iki satıcı varsa A davranışlarını B nin
ne yapabileceği üzerindeki bazı tahminlere göre satışını planlamak
zorundadır,

Herhangi bir davranış veya strateji gözönüne alındığında A, B nin
y.aptığının aksine bir davranışa kalkışabilir. O halde A, B nin tepkisi
nin en 'kötüsüne müsaade ederek en iyi strateji için karar verir. Aynı

zamanda B de A nlnkine benzer bir görüşle kararını verir. Böylece
her iki tarafın da davranışları bir minimum veya maximum kararın

beraberce bulundurulduğu min-max görüşe dayandırıimış olacaktır.

Daha sonra tarafların çeşitli davranışlarının belirli bir sonucunun olup
olmadığı, yani A nın min-max durumunun B nin min-mçıx durumuyla
uyup uymadığ.ı sorusu ortaya çıkacaktır. (LL)

FARUK ALJ"ASLAN 27



iKi ŞAHıs· SıFıR TOPLAM OYUNU VE ÖDEMELER MATRix'i:

(12) D. Alien. RG. Mothematical Economics. London. Mocmillan and co LTD New
York. St martin's press. 1956 s. 494

(13) Yukarıda adı geçen eser. s. 494
(14) Aslan. P-rof. Dr. Demir. Üretim Ekonomisi ve Politikası. A.Ü, işletme Fakültesi

yayınları. Yayın No. 396-53. Sevinç matbaasl. Ankara. 1975 s. 86

Bu tür oyunlarda önceden kabul edilmesi gere.ken varsayımlar

vardır. (i") Bunlar;

1 - Her şahıs olaylar dizisinin diğ,er şahıs için de var olduğunu

bilir.

2 - Her şahıs olaylar dizisini ve almaşıklarını bilir.
3 - Her şahıs maximih yada minimax ölçüsünü kullanır.

OYUN TEORtSt

· -_.....--------

OYUN TEORisi MATEMATiGi :

28

Motematiğin genelHkle ·konusu kontrolsuz değişkenlerdir- Yani
kendi 'kararımızia gözönünde tutulan sistemde yapılan değişj'kli'kler

sonunda belirlenemeyen değişkenlerdir- MatemaUksel problemlerde
oyun teorisinde bu şekilde gözden geçirilir. Eğer oyunda iki şahıs
varsa, taraflar kurallara uygun olarak oynamak ve stratejiyi sayısal

olarak buna uydurmak zorundadırlar.

Bu şekilde oynanan bir oyunda, oyuncu/ardan her biri kendi ka·
zancını veya puanını maximize rakibininkini minimize etmeye çalışır.

Oyunun herhangi bir optimum veya sabit sonucunun olup olmaması

diğer oyuncununkine bağlı olacak biçimde biı oyuncu tarafından

min-maX duruma hedef olarak alınıp alınmamasıno bağlıdır. Bu ne
denle de oyun teorisinin ekonomik problemlerle ilgisi vardır. (1'2)

Böylece, oyun teoriSi basitte olsa, matematiksel terim veya ifa
delerle formülize edilebilir. Belli bir grupta hangi ekonomik problem
Ierin bulunduğuna teknik ilişkiler şebekesi şeklinde de tanımlanan

matematiKseloyun teorisi yardım eder.

Doğrusal pr.oğraml<ıma ile bilinen daha genel ekonomi·k prob
lemler veya hareket analizleri oyun teorisinin ek<>nomik uygulama
olanı içınde bulunur.

~i bir ekonomist. istatistık uzmanı, 'Problemin en ince noktasına

kadar basit hükümler ile yetinebilir- Fakat daha, karmaşık problem
lerde onlar matematikseloyun teorisini ·kullanmakla fayda sağlar

lar. (13)



(15) D. Alien, R.G. Mothematical Economies. London. Macmilton and eo LTD New
York. St martin's press. 1966 s, 495

(16) Adı gecen eser s. 496

Oyunda heroongi bir ıhareket noktası oyuncuları çeşitli alternatif
lerle karşı karşıya getirebilir. Oyunun oynanmasında seçim reel alter
natiflerin toplamıdır. Ödemeler. her bir ,hareket sonunda (hamle) oyu
nun sonuçlarına uygun olarak yapılır. Kaldıki ödemelerin para veya
puanla olmasının hiç bir. önemi yoktur. Oyun,da ikiden fazla oyuncu
varsa. onların herhangi birinden diğerlerine para veya puan olarak
ödemelerin yapılması gerekir.

Oyunun sonund-o iki şah,ıs sıfır 10pl,am oyununda, oyuncu A oyun
cu B den a ,kadar net ,bir miktar a!ır,ken, buna eşit olarakta oyuncu
B de oyuncu A dan a = b kadar net ,bir miktar alacaktır. Böylece
A nın a kadar pozitif bir kazancı olurken, B nin a kazancına eşit

-b kadar bir kaybı ol,acaktır. Burada dikkat edilmesi gereken husus
her iki oyuncu arasında olan devamlı bir ödemeler ,devridir. Bu devir
A dan B ye olabildiği gibi ters olarak B den A ya doğru da olabilir.
Pratikte daha çok kuııanılan oyun şekli budur. Örneğin; Briç, iki şahıs

sıfır toplam oynudur. Oyunda dört şahıs vardır. Oyuncular eşli olarak
(çift-çift) oyunu oynayaral<: kazanç ve kayıpl~rını tölant ederler.

Fa'kat oyunda'; iki şahıs dahi olsa iki şahıs sıfır toplam oyunları

sonlu değişkenlidirier. Hareketlerin sayıları sonlu olup, her bir hare
ket sayısı alternatifleri açıklar.

Oyun esnosrnda herbir oyuncu mevcut bilgi değerlerini değiştire

bilmelidirler. Örneğin; kuranara uygun olarak oynanan bir oyunda
önceden tesbit edilen veya hareket ettirilen bilgi, sadece iki sıfır top
lam oyunlarında ortak olan, iki oyuncu arasındaki menfaat çatışma

larıdır. Ve bu çotışmalorda birinin kazançlarının diğerinin kayıpları

nın sonuçta ne olocağıdır? (15)

Oyunda her bir hareket ve alternatiflerin sonlu sayıları olduğu

nu belirtmiştik. Oyunun sonlu olması halinde oyuncuları bel,irleyen
stratejiler sayılabilir. Bu fikirler sadece oyunun oyuncu açısından de
ğil. gelişmedeki sınırlamalar açısından da önemlidir.

Konve>< setlerin motematiksel araştırması yüksek düzeYde geliş

miş olarak oyun teorisinde vardır. Konvex set teorisi matematiğin

bronşı değildir. Bununla beraber oyun teorisinde elde edilmeye çalı

şılan yaklaşımlar basit ve fakot geneldir. Basit teknik hesaplamaim
1952 yılında Mc Kinsey ve 1954 yılında Williams tarafından herkesce
sevilen ve benimsenen biçimde geliştirilmiş olarak verildi. (16) Kural-

FARUK ALPASLAN 2-9



(17) D. Alien, R. G. Mathematıcal Economıcs. London. Mac mıllan and co' LTD.
Newyork. St martın's pre~s. 1956. 2. 496

lara uygun olarak oynanon bir oyunda iki şahıs (A ve B) vars.a·, A, m
stratejilerini seçerken (r = 1,2, m) B de n stratejilerini seçer
(s = 1,2, ...... n). Otomati'k olarak bir defasında A, B nin, B de Anın

stratejilerini seçer.

Oyunculardan herhangi birisi diğerinin stratejisini seçerken ken
di stratejisinden vazgeçme zorundadır. Böylece herbir oyuncunun
stratejileri numaralandığı gibi sayılma olonağıda bulunabilecektir.
Oyunda bir hamle varsa,numaralama işlemi basit olarak yapılır ve
buda yeterlidir. Hareket anında A, sonlu alternatif sayıları tercih
ederse (r = 1,2, m) B de açı-kça sonlu oOlternatif sete sahip ola-
CoOktır. (s = 1,2, n) Oyun kurallarına uygun olarak demekki; A, r
sayısım B de s sayısını sabit olarak tercih edecektir,

Herhangi bir oyunda bütün farklı stratejileri pratik olaraık numa
rolamak zor olabilir. Fakat bu işlemin yapılmasında bütünüyle kav
ramsal olunulsa bile güç değildir. Müsaade edilmiş oyunda A tarafın

dan seçilmiş r. nci strateji ve B tarafından seçilmiş s, nci strateli oy
nonabilir. Oyunda B olan A tarafından alınan [ars) miktarı olmalıdır

ki, karar verilen r ve s'de [arsl de positif-negatif veya sıfır ofabilsin.

Oyunda, (mxn) farklı yollarla oynamak için ve herbir oyuncu-
nun sonlu ödemeleri ars (r = 1,2, mn s = 1,2, nı vardır: Bu
miktarlar A nın ödemeler matrix'inde düzenlenmiştir.pr)

A = la,,] rE:::: J
'. Burada B için ödemeler matrix'i B ,= [brs)' brs =a rs Böylece B = -lA dır

Şimdi ödemeler matrix'inin yorumunu yapmaya çolışalım. Sı~alar.

A tarafından seçilen alternatif birimleri gösterir. Ayrıca A nın herbir
stratejisi için bu sıraların toplamı m dir. Sütunlar ise B tarafından se
çilen alternatif birimleri belirler, B nin herbir stratejisi için koloniann
toplamı n dir. Yukarıdaki matrix'te sıra ve sütunlar toplam ars şek

linde gösterilmiştir.

Yukarıda açıklamaya çalıştığımız iki şahıs sıfır toplamil oyun ,teo
risinin daha iyi anlaşılması için bir örnek çözüm yapalım.

A ve B gibi iki oyuncu olsun. A nın stratejileri mı, m2 , ma B nin
stratejileri nı, n2 • ns olarak kabul edilsin. Şayet A 'kendi mı st('ate-
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(18) Aslan. Prof. Dr. Demir. Üretim Ekanomisi ve Politikası. A.O. işletme Fakültesi
yayınlanı. YYayın no: 396-53. Sevinç Matbaası Ankara. 1975 s. 99

Şimdi ödemeler tablosunu düzenleyelim.

oyuncu B

31

A ve B nin ödemeleri

A~B 10 TL.

B~A 10 TL.

A~B 5 TL.

A~B 10 TL.

B~A 15 TL.

B~A 10 TL.

Seçim nı n2
~

mı - 10 10
-

mı -5 15

mı 5 20

m2 mı nı

ma ma nı

nı m ı n 2

nı m3 nı
-------

'ms n2

St.

FARUK ALPASLAN

jisini seçerse B ye 10 TL. B kendi nı stratejisini seçerse A ya 5 TL ödü
yor. A kendi m2 stratejisini seçerse B ye 5 TL, B kendi n2 strotejisini
seçerse A ya 15 TL ödüyor. A kendi ma stratejisini seçtiğinde B ye
5 TL. B kendi n2 strotejisini seçtiğinde A ya 10 TL ödüyor. Bu du
rumda A ve B nin optimal stratejisi nedir?

Yukarıda verilen doneleri tablo halinde gösterelim.

Oyuncular
---

A B

Oyuncu
A

Her iki tarafta kazancını maximum kılmaya çalışacaktır. B oyun
cusunun nı ve n2 diye iki hareket tarzı vardır. nı ödemeleri daima po
sitiftir. Dolayisiyle B, n2 yi seçmeyecek daima nı i seçecektir. Bu A
için rA = + 10 dur ve A nın en düşük değeridir. O halde oyunun mi
nimum değeri + 10 dur. Yani minSB = +5 dir. En yÜksek değerler ise
tek olup maxSB = -10 dur. Bu A için ra = + 10 dur. Ayrıca A için
endüşük değerdir. O halde A nın optimal stratejisi mı, B için optimal
strateji nı dir. Bu stratejilerin seçimi ,halinde oyunun değeri 5 dir.
iki ŞQihıs-Sıfır Toplam oyunlarındarıı beklenilen ve oyunda saf ve Kar
ma Str:atejiler (Oyunun olasılığı, saf ve karma stratejileri) :

KI,asik yada objektif anlamda olasılık, birbirine. benzemeyen ve
belirlilik ile kişiselolarak tahmin edilemeyen, fakat oransa! frekans
lar şeklinde tanımlanabilen bir tekrarlama sürecidir. Daha teknik bir
deyimle olasılık.. bir' radyom serisinde. denemeler sonsuza yaklaştı

ğında frekansın limit değeridir. (18)



E (A) + E (.- A) =1

1 n
E (A) = Um x~ 00 için - ~ Xi olmaktadır.

n i = 1

(19) Aslan. Prof. Dr. Qemir. Üretim EkonomiSi ve politikas~. A.Ü. yayınkır yayın no:
396·53 Sevinı;; matbaası. Ankara.- 1975 s. 99

(20) KaTavarçm, Doç, Dr. i. il.hami. Hareket Araştırması. LT.ü. yayınları yayın no:
730 GOmÜşsuyo·iş!. 1968 s. 109
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Olasılık kovramı her an rastlanan ve en çok kullamlan kavramdır.

masılık teorisikesin ispat ın mümkün olmadığı durumlaraa kullanılır.

Kesin neticeye ulaşmanın sağlanamadığı problemler hakkında karar
ların tümünün gerçekleşme oranı matematiksel karar ve umutların

derecesini belirten ve değerlendiren tüm kuralları içerir. O halde prob
lem hakkında kesin hükme varmak için eldeki bilgi ve donelerin nok
san olduğu hallerde olasılıklar teorisi uygulanır.

Herhangi bir olayın olasılığı genellikle E (A) şeklinde rtade edi
lir, ve E (A) = .A şeklinde gösterir. A olaymın tekrarlanma sayıs'ı 1,2,
••••..••. 00 kadar gidebilir. Tekrarlanan olayın deneme saYJsı, değiş

kenlerden bir veya birkaçının değişken olarak olasılık dağılımında bu
lunan değeriyle ters orontılıdır. Yani tekrarlanan olay sayısı toplam
olarak Xi Jse, deneme sayısı bir defada 1/n{Xi ) ile ifade edilir. Demek
ki bir A olayının tekrarlanma sayısı limite yaklaştığında olayın olası"

iığı;

Buradan do lim ~ X/n bağıntısı yazılabilmektadir.

Bir şans sürecinin işleyişinden doğan bir kütle A + B' element
lerinden oluşur veya oluştuğu varsayılır. Bir element radyem olomk
seçilmiş ise başarı olaSılığı AlA + 8 dir. Yani başarı sayısının bütün
kütle ~ayısı.na oranıdır. (19)

Oyunlarda tarafkırın karşı strateji/er ışığında kayıpları veya ka
zançları umumiyetle farklı olmaktadır. Bu bakımda'n do mümkün en
az kaıançların en büyüğüne tekabülatmek üzere maximum ve müm
kün en fazı·o k<ıyıp!arın minumuma tek'ablil etmek üzere minimax
kavramları k'ullamlma1kta, bu mefhumlardo bu tip oyunların kolayca
çözümlerini bulmakla' kullar'Hlmaktadır. (20)

Oyunl·orda olasıhğlri töplam maximum değeri 1 olmaktadır. Yani
E (...... AL A olayının vuku bulmema o'lasllığl ise, diğer bir deyişle oyun
cu A nın başarısızlığrl ise toplam daima sıfırdan büyük olmalıdır.



Olaylar serisi sonsuza kadar gidebilir. BH taktirde olaylar topla
mının olasılı değeri yine 1 e eşit olacaktır.

A olayının olasılığı ile, A olayının vuku bulmama olasılığının 1 e
eşit olması iki değişken arosında linear ilişki doğurur.

E (A) + E (--- A) = 1 buradan
E (A) = 1 - E (--- A) veya E (--- A) = 1 - E (A)

Olaylar serisinde iki olay varsa bunların olasılı toplamlarının olasıiı

vuku bulmama toplamlarına e.şit olacağı söylenebilir,

E (A veya B) olayl·arı varsa;
E (A U B) = E (A) + E (B) buradan
E (A n B) = [E (A) + E (:B) ] = [E (A) + E (B) -E (A, B) ] A, B E E

olmak üzere, iki olayın carpımları bireyselolasılıkların carpımına

eşittir.

•
E (AUB) = E (A) . E {B}olayları birbiri il·e bağımlı ise. yani A_..... B

ise, o taktirde olayların olasılıoranları bağlı olayla carpılacaktır.

E (A n B) = E (A). E (BIA) buradan

E (B/A) := E (AnB)/E (A) bulunur. A~ B ise.

E (BIA) = E (B). E (AlB) : E {A} yazılabilir. Buradan marjinal
olasılık bulunabilir. .

E (B). E (A/B) = E (A U B) - P (A). E (A/B)

E (A U B) = E (A) + E (B) - E (A.B) idi. O halde yukarıda,ki

eşitlik.

C = E (A) + E (B) - E (A. B). E (A/B) Şeklinde yazılabilir.

C = E (A) [1 - E (B)] + E (B). E (A/B), E (A/B) = E (A)/E
(A). E (B) ya~ılacak olunursa,

C = E (A) [1 - E (B)] + E (B). E (A) i E (A). E (B) buradanda

C = E (A) [1 - E (B)] + E (B). E lA)/E (A)/E (B)-l ve

C = E (A) [1 - E {B}] bulunur.

1 - E (B) = P (-B).dir. O halde E(.A) = P (-- B) bulunur.
E (A) P (--- B) = E (A. B) + E (A. -- B) dir. .

Olasılık dağııimının matematikselortalaması oyunun beklenilen
n

değeridir ve MU = 1j Ui Ei ile gösteTilir.

i = 1

33

~Xi

-- = 1 olmalıdır.

n

n
~ Xi = 1 veya Um

i = 1 x~oo

FARuK ALPASLAN
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A ve B oyuncularının ödeme matrix'j aşağıdaki gibi olsun

Oyuncu A veya B bir tek strateji seçiyorlarsa. seçilen strateji her
iki oyuncunun saf stratejisidir. Oyuncu A saf stratejisini tekrar tek
rar oynarsa, ayrıca oyuncu A benzer stratejileri seçmışse butaktir
de rakibinin bütün alternatiflerini oyunda açıkllyacaktır. Şayet oyun-

B nin oynadığını varsayalım :
E (B/B) = E (B,B)I E/B) =.10158 : 28/58 = 10/28 ,= 5114 'bulu-
nur.

Eğer oyunda ödemeler matrix'i A = (ar.] (r = 1.2,.... " m) ise.
her iki oyuncu tarafından seçilen stratejilere uygun s = 1,2...... n
olarak oyuncu A vasıtasiyle ödenen miktar a" olur demiştiık. B nin
amacı E yi mümkün olduğu kadar küçük yaparak rakibinin strateji
modelini seçmektedir.

!

iX\ A a---- T i

_A . 5 10 _15. i
B 15 18 33!

i -f---·- ---20- --28--- 58-1
__.__.

ı

Şimdi herbir oyuncunun oyunda kazanma olasılıklarını bulalım.

E (A) =20/58 = 10129 A nın kazanma olasilığı
E (B) =- 28/58 = 14129 B nin kazanma 'Olasılığı

E (A, A) = 5/58
E (B,"" A) = 18/58 = 9129
E (A,"" A) = 15/58
E (AL = E (A, A) + E (A."" A) = 5/58 + 15/58 = 20/58
E {AI AL = E (A. A)I E (A) -= 5:20/58 = 5 x 58/20 = 58/4.= 14,5
E (A,A) = 5/58 idi. Buna karışılık B nin A ya göre oynaması

halinde;
E (B, .-. A) = 18/58 = 9129

Marjinalolasılıok ise;
E (A)· = E (A, A) + E (A,"" A) = 20/,58

Şartlı olasılık ise;
A nın oynadığını varsayaraok: E (AlA) = E {A, A)/E (A) = p/58 :

1
20128 =--

4



(21) D. Alien. R.G. Mathematıcal Econornıcs. London. Macmıllan and and co LTD
Ne"JVyork. St marhn's press. 1956. s. 499

da A ve B kendi saf stratejılerini seçmişlerse oyunu kuraııara uygun
olarak oynasalar bile hiçbiri diğerine benzemeyecektir.

Oyuncu A. B nin stratejileri için rili, B, A nın stratejileri için Sıt.

değerini ödemeler matrix'ine adapte eder ve bu ars ile gösterjr. Böy
,Iece bu durumun eşitlik değeri (fonksiyon olarak ve herbir oyuncu
için);

E (r. s) = a rs (r = 1.2 m, s = 1.2, n) yazılabilir.

A. amaç olarak r yi seçtiği zaman E mümkün olduğu kadar ğe

njşler Basit bir ifade ile eğer B, s yi se.çerse A tarafından seçilen r ile
E yi mümkün olduğu kadar küçültmeye teşebbüs eder. (21)

Sorun, r ve s nin hangi &ecimlerle optimalolacağıdır. Bu nedenle

cözüme gidilirken saf ,stratejiler alınmaya çalışılır. Saf stratejilerin

kulkıtHmıyla oyun teorisinin cözümü enteresan değildir. Oyun setinde

oynama esnasmda kesif alanlarda optimal sonuc elde edilebilir.

Daha önemli sorun. kuralkıra -göre oynanmış oyunda her bir
oyuncunun adapte ettiği farklı stratejilerde, birbirini izleyen oyunları

Jrcmalandır. Eğer bir oyunda ıkal'ma strateji varsa, karma stretiji ice
ren oyun 'kura/ara göre oynanmış oyundan başka diğer bircok mo
deııeri de birleştirir. Bu model acısından problemlere bakıldığında

tarafların strateji düzenlerinin yerinde olmadığı görülür. Bu gibi hal
lerde stratejiyi oransalolarak görmek yerine tesadüfi değişken kom
binasyonları teşekküllerine getirmek yerinde olaca'ktır. Diğer bir ifa
deyle strateji oluşmaları yerine bu gibi hallerde tesadüfi oluşmafar

da'ha cok olacaktır. Örneğin; modelde oynanabilecek 20 strateji var
sa, oyunculardem herhangi birisi birinci stratejiyj oynamak istediğin

de, 20. nci stratejiyi oynamak yerine 21. nci stratejiyi secmek isteye
bilir. Dolayısiyle tahminde E dohcı cok karmaşık olur.

j'ki oyuncunun stratejIlerinin nasıl ve ne bicimde olacağı hususun

da oyuncuların ödeme değer.lerine bağlı olaralk karma stmteji co

ğuzaman 'Olabilir. iki değişkenli fonksiyonlarda olduğu gibi bağımlı

olan bu değişkenlerin formülize edilmesi kolayolmaktadır.

Birçok halerde bir oyuncunun birtek stratejiyi takibetmesi en iyi

neticeyi yermez. Bu durumda hic bir tepe noktası (oyunlarda taraf

lar icin en iyi bir veya birkaç strateji noktası) mevcut değildir
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(22) Karayaicın. Oac. Dr. i. i1hami. Hareket Araştırması. LT.O. yayınları yayın no:
730 GÜmÜşsuyu'lst. 1988 s. 114

(a. + {3){3'

OYUN TEomsi

20 (n-L)

1
b) ---~(a. + {3lrı.'

1
o)

Oyun modeli :

o - (a. + (3),' a:
b - (a + ~). W olacaktır.

Modelde B nin karma stratejisinin olduğunu kabul edelim. Böylece
bu problem modele uygulanırsa;

(a + ~) (1.' (<< + {ı) W
1 [1 (2) + 1 (5)] + [1 (4) + 1 (9)] = 20

Zam<ın periyodlannı belli oranlarda parçalara ayırdığımızda (1/2.1/4,
.........112°) yukarıdakoi modelimiz aşağıdaki şekli alacaktır,

Bu modele bağlı olamk A nın beklenen karını bulalım;

aL A - 1 (2) + 1 (5)= 7
bL A = 1 (4) + 1 (B) = 13

Karma strateji mevcut olan oyunlarda muhtelif stratejilerin ora
nı bulunduktan sonra, bu nisbeti oyunun değerine eşit kılan tesadüfi
değişkenler setinin sayısalolarak bulunması gerekecektir. Yukarıda
ifade etmeye çalıştığımız karma strateji kavramını bir örnekle açıkla-
maya çalışalım.

Oyunda- tepe noktası yoksa ve A bir zaman periyodu içerisinde
(1.. diğer zaman periyodu içeri,sinde ~ yı. B işe a., ~ oynadı'kIarı varsa
yılırsa. Ödemeler matrix'j aşağıdolki gibi olur.

Böyle durumlarda herbir oyuncunun kazancını azami kılması ve
ya kayıplarını minimum kııması için bir karma stratejiye yönelmesi
zaruri olabilir. (22)
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E (AB-+W) = x (4) .+ (l-x) 9
= 4x + 9-9x
= 9-5x

A (xJ, g (AB-+rJ.) = g (An-+W) olacak şekiifde secerse, bu karma
strateiinin, yani Xo·rJ. + '(1 - xo)W en iyi strateji olacağı matematiksel
olarok ispat edilebilir. .

Problemde esasen B nin rJ. yıml yoksa ~ yımı oynayacağını bile
miyoruz. O halde:

E (An-+rJ.') = E (Ba-)W) yazılabilecektir. Yukarıdaki değerler bir·
birine eşit kılınırsa;

5 - 3x = 9 - 5x buradan x = 2 bulunur.

Oyunu B, A ya benzer şekilde tesadüfi olarak 1/2 ZQmanında B'
oynadığı zaman, karma stratejinin modele uygulanmasiyla yukarıda

bulunan değer düşürülen zamanla orantılı olarak azalacaktır.

1/2 [1/2 (2) + 1/2 (5)] + 1/2 [1/2 (4) + 112 (9)] =
1/2 (3.5) +.1/2 (6.5) = 5

Çeşitli stratejilerin farklı nisbetlerde seçilmesi halinde A nın oyun
değerini bulmaya çalışalım. (oyun değeri E)

A (1/4 (J. + 3/4 B) B (1/3 (J.' + 2/3W)

Eı (A) = 113 [1/4 (2) + 3/4 (5)] + 2/3 [1/4 (4) + 3/4 (9) ]
79/12 = 6.58

Veya;

E2 (A) = 1/4 [1/3 (2) + 2/3 (4)] + 314 [1/3 (5) + 2/3 (9)] =
6.58 (yokkışık olarak) bulunur.

Oyuncu A ve B için optimal karma strateiilerin tesbiti de gerek
mektedir. Model o ve b den A nın kazancı 7 ile 13 lira arasında de
ğişmektedir. Oyuncu acaba asgari ,kazanç olarak kac lirayı elde ede
cektir? Oyunda'A nın kazançlarınınmaximurnu oranırken. B nin kayıp

larının da minimum olması saptanmaııdır: O halde maximum kayıp

ları bulabilmek için B icin 'karma stratejilerin tayini gerekmektedir.

YUkarıda verilen oyun matrix'inde :

FARUK ALPASLAN

A = yxrJ.. + (1 - x) ~5 x
E (A~') ,= x (2) + (1 -x) 5 .

= 2x + 5 - 5x
= 5-3x

37

B nin daimb optimal stratejisini
uygulaması hali.
Öyle bir A stratejlstki B ne
olursa olsun veya B neyi oy
narsa oynasin minimum kar
maximum kılınmış olacaktır.
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E (AB~ af) = 2 (2) - 1 (5) = -1
E (AB~ W) ::;:: 2 (4) - 1 (9) = -1 buIunur. Şimdi irdelemesini

yapalım.

E (~ (1/4'+ q/4) ] = 3/4 '(2 (4) + (1 - 2) (9) ] + 1/4

[ 2 (2) + c1 - 2) (5) i 3/4 (8 - 9) + 16 (4 - 5) = ·1

veya

E [~(1/4a' + 3/4W)) = 3/4 [ '2 (4) + 2-2 (9)] + 1/4

[ 2 (2) + 2-2 (5) 1= -1

bulunur.
x = 2 olduğundan 1 - x = 1 - 2= -1 dir.' Yani x değer değişkeni

xıx-l, x-2, x-n kadar akma-ktadır. Oyun olasılığının değeri 1 ol-
malıdır. Bu değer olasılığının oransal frekans gerceğine temel olmakta
tadır. Burada değer x < O olduğundan her iki oyun.cu icin rısk altın

da karar verme söz konusudur. Örne'kte netice olan:ık A = [2 , 2- 2
,

(-1)] dir. Yani A oyuncusu risk altında karar verirken 2a', - Wstrate
ji.siyle (kendisine -1 lik bir minimum zarar getirecektir. Oyuncu A, han
gi. strateiiyi secerse secsin kar elde edememektedir. Aynı metodo
lojiyi B nin azami koybını verecek strateiinin tesbitinde de kuııanabili

riz.
k. modele sokulan tekrarlamayı göstersin, Bu halde

B [k a' + (1-k) WL en iyi 'stratejiyl verecektir.
E(BA~a) = k (2) + (1-k) (4) = 2k + 4-4k=4-2k
E (B,\. ~~) = k (5) + (1 - k) (9) = 5·k + 9 - 9k = 9 - 4k

4 - 2k = 9 - 4'k
4 - 2k - 9 + 4k = O buradan k = (5/2) bulunur. q halde

B [(512a. + - 3/2~)] yazllabiHr. (1 - k) = (1- 5/2) = -312

E (BA~Ct. ) - 5/2 (2) - 312 (4) = 5-6 = -1

E LB A~ ~) 512 (5) - 3/2 (9) = 25/2 - 27/2 = -1 veya

E (B A~a.) 2- s (2)-2-~ (4) = -1

E (B A~~) = 2-s ('5) - 2-S (9) = -1 bulunur.Oyun modeli sl,fır top

lamiı olduğu iCin kural olara·k EA = EB = -1 bulunmuştur. Ö halde
oyunun C0zümii : Çözüm kominasyonlan,



(23) D. AJlen. RG. Mathematıcal Economaes, London. 'Maemıllan and co LTD Neııv.

york. St martın's press. 1956 s. 500

Bu ikinci dereceden hlperbolik bir fonksiyondur. Fonksiyonda
(au - a" - 021 + o ..) = O kabul edilecektir. Bu değerlerneyi bir örnekle
açıklayalım. Ödemeler matrix'imiz

Denklemi çözülürse ;

E (x, y) = (au - o" - an + o..) xy- (o.. - Alı) X - (a.. - 021) Y +o,.

bulunur. Burada (aıı -OL~ -o" + 0") =1= O olduğunu varsayalım.

Butaktirde buradan da;

39

Joısun.

x <1 - y) N ]
(1 - x) (1 - y) N

6
3

An ]
Cı:: Şeklindedir,

[
xyN'

(1 - x) yN

[ ~

[

An
A =

o"

d - (au - aı' - An + O,,) = O

b - aıı An - au o :ı i 012 - O" - o" + o"
a - a", - o" i A,ı - 012 - o" + a" ve

(3 = a",· o" i Oıı - Oı> - a" + o" bulunur.
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oyuncu A tarafından herbir oynamoda alınan 'ortalama mi,ktar (23)

E (x, y) = 011 xy + 0 1.2 x (1-y) + 021 (1-x) y + (1-x) (1-y) ..
O < X. y ~ 1 veya O ~ y, x ~ 1
E (x, y) = o" xy + o" x (1 - y) + 0 21 (1 - x) y + an (1 . x) (1 - y) .... .-..

Oyuncu A. oyuncu B nin strateiilerini karma kılabilir. Birinci ka
rarın tayininde x, ikinci kararın tayininde (1 - x) oynanır. (Örnekte ol
duğu gibi)

A ve B için seçilen n 'kombinasyonlar ödemeler stratejisinde N
oyunlo çarpılır.

A (2a -B) ~A (2a-B)

B (5/2~. - 3/2(3) ~ B (5a - 3 (3/2)

EA = EB ,= -1

E nin formülize edilmesinde i,ki strateji değişkeni vardır. Oyuncu
ların herbiri iki strotejiye sahiptir. Ödemeler motrix'j ise 2x2 şeklin

dedir. Yani,



[
-1A-- O

5 3 7

E (x, y) = -4 (x - -) (4 - -) +
4 4 4

Oyunlarda ikiden fozlo strateji bulunabilir. Böyle oyun matrix/e
rine (mxn) oyun matrix'i denir. Oyununda genela'dı dikdörtgen oyunu
dur. Yukonda kısmende olsa bu konuya değinilmiştir. Oyuncu'A. nın

stratejileri rı, rz, r~ ...... rm ve oyuncu B nin stratejileri Sı. S2' s~ ...... su
olabilmektedir.

OYUN TEORtsİ

yazılır.

1 ] ise,
-2

A :::ı [-1 3] ise,
-2 2

E (x, y) = x - 4y + 2

[

2
A-

3

Motrix'j verilmiş olsun.

0- E (x, y) = ·1- (-1-1) x - (-1-0) Y
= 2x + y-1

b -E (x,y) = -1 (1-x) - y (-1-0) + 'x (1) = 2x + y-1
E (x, y) = 011 xy + an x (1 - y) + 021 (L1 - x) y + AZ! (1 - x) (1 - y)
E (x, y) = - xy + 1. x (1 - y) + O (1 - x) Y - 1 (1 - x) (1 - y)

- -3 x y + 2x + y - 1
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Bu motrix'te (011 - Ou - o.. + o,,) = O şartınf oroy.o1lım.

aıı = 5, o" =6, <Ln =2, a22 = 3 dür.
5 - 6 - 2 + 3 = 8 -8:;:: O bulunoca'ktır. Genel den1klemimiz:
E (x. y) = (Otı - Oı: - o", + an) xy - (O,., - 012) x- (022 - On) y + Oz! idi.

Bu denklemde.

(0 11 - a ı2 - OZI + (22) = yerine 'konulursa yukarıdaki den:kle:ni şöyle
yozabiliriz.

E (x, y) = (0 11 - 01;2 - 02ı + 0 22 ) xy - (O~ - a 12 ) x - (0 22 - azı) y + 0 22

E (xı y) = (o" - a12) x - (o", - On) Y + On burdon

O - E (x, y) = a" - (O .. - Au) X - (o.. - azı) y

b - E (x, y) = a" tl - x) - y (a 22 - a,,) + x o" yozılobilir.

Yukarıda bulunan bağıntıyı bir örnekle oCıkloyolım.



oyuncu (BL
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m2

anı ,.
----------'

o" au .

au Cıl - .
"------

anın

1

2

Olm

Olm
_.~---------_."---~-------
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rı + r. + r. + "" + rm = 1
s. + s. + sı + __ " + Sm = 1
rı Oj + r. a'j + + rın amj :::::: E

i = 1.2.3, n)

yazılabilir. Yani A nın (r, Aı + r,A, + + rm Am) karma st-
ratejisi karşısında, B nin daima i oyununu (i = 1,2, ...... n) uygu
ladığı vClrsayllmlstır.

Matrix'in özelikleri :

a - Her dikdörtgen oyununun tek bir oyun değeri vardır.

b - B oyuncusu Si (i = 1.2, n) tekrarlamalarını yapmak ve
mümkün olan stratejileri B" B., B Bn olmak üzere (sı Aı +
S. A. + Sn An) şeklinde bir karma strateji ile, kendine
en azkaıancı sağlayabilir.

C - A oyuncusu içinde ri (i = 1 ,2, ...... m) (rı + r" + rJ .........
+ rn = 1) olmak üzere (rı Aı + r2 A2 + rJ A3 + ......... + rn A.) şeklin

de en fazla bir değerde'ki kayıpla ıkurtulacak en iyi strojisi vardır.

A için

:r~ı 1 2 i
g 1 -3 7

~j 2 6 1 --,I
Yukarıdaki oyun matrix'inden-aşö-gldakjeş~liklerierde etmek müm·
kündür. x.ı • xa :::::: 0, yı. y2 :::::: ° olmak üzere

(1) Xı, + )cı = 1
(2) yı + y, = 1

(3) -3xl + 6xı = E
(4) 7xı + )(, = E
(5) -3Yı + 7 y. = E
(6) 6y, + y. = E

Birinci denklemi ele alalım; x2 = 1-xı dir.

Ikinci denklemi ele alalım; y. = 1 - yı dir. (3) denklemde x, = 1 - x,



lo yı + 3 = 7 ......... Yı = 2/5
y2 = 1-yı den Y2 = 3/5 bulunur. Bu değerler (6) da yerine konu·
lursa;

6 (215) + 315 = 3 ve ilave olorak

E = 1/2 - (x-1/2)'! + (y-1/2)2 E = 1 + 1/2x-1/4y

Belli olon şartlar altında oyundan umulan E (x, y) gibi iki değiş

kenli,bir fonksiyonda A torofından x ve B tarafınd{]n y seçilir. Şekil

A da E = E (x. y) fonksiyonu üçlü boyutlar halinde diyağromsal ola
rak gösterilmiştir.

OYUN TEORtsi

2/3> O
3/5> O

A (1/3a. + 2/3B] ~ A (a. + 2~/3)

B (2/5cx' + 3/5W) ~ B(2a.' + 3W15)
EA = EB = 3 bulunacaktır.

MiN - MAX, DENGE NOKTASı VE OYUNUN CÖZÜMÜ

e f

~

X, = 1/3> O. x.
yı = 2/5> O. y.

olduğundan oyunun tam çözümü olarak,
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yerine konulursa, -3x, + 6 (1-xı ) ,= E bulunur. X2 nin ve Y2 nin yuka
rıdaki değerleri sıra ile denklemlerde yerine konulursa;
- 3xı + 6 (1 - xı) = E 9x ı + Y ,= 6 (7)

7xı + (1-xl ) = E 6xı - E - -1 (8)
-3Yı + 7(1-yl) = E 10Yı + ~ = 7 (9)
(7) ve (8) denklemlerinden 9xı + E' = -1

6xı-E = -1 den 15xı = 5 Xı = 1/3
~ = 1 - xı den X 2 = 2/3 bulunur. (7) ve (9) dan

1
E = 9 (-) + E = 6 ..... E= 3
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Oyundan beklenilen değişim varyansları şekil A. da x ve y ayrı

ayrı seçilmek üzere üçlü yüzeylere adapte edilmiştir. Korma strateji
ile oynanan 2x2 ödemeler matrix'j simgeleri yüzeye uygulanmıştır.

Bu nedenle O::; X, y::; 1 için problemde verilen yüzey'olanları şekil

A ile tanımlanmaktadır. (24)
Her iki oyuncu tarafından oynanan dikdörtgen oyunlar (mxn)

ödeme matrlx'i şekilde uygulanabilir. Bu taktirde değişkenlerdeki

herhangi birdeğişme belli değer değişmeleri olarak ele alınır. O
halde x = 1.2, m've y = s = 1.2 n beni değer değiş-

meleri olarak kabul edilebilir. Şekil yüzeyi ayrıca bütün set değişme

lerini de' içerir.

Oyuncu A nın amacı x i seçmektir. Oyuncu B nin mümkün olan
reaksiyon sayımları yükseltilinebileceği en yüksek noktaya kadar (te
pe) çıkar. Problemde B nin amacı oyunda en yüksek düzeyi elde et
mektir. (Bbu amacın! gerçekleştirmek için en yüksek düzeye sahip
olmalıdır.) Eğer oyunda optimalolarak ortaya çıkabilecek bir çö
züm varsa. x ve y nin optimal 'Seçim değerlerini alma'k gerekecektir.
Buna en zor bakış min-max problemlerde olur. (25)

Oyunda maximiLasyon noktası minimum değerler setidir. ~ini

mizasyon noktası veya minimizasyon şekli ise, maximum değerler

setidir.

Oyuncu A en kötü kararı seçerken oyuncu Br A nın seçmiş ol
duğu herbır kötü karar iCin kendi seçimlerini en kôrlı (maximum)
kılabilecektir. Ve böylece yapılan en iyi (maximum) 'Seçim mümkün
olon dezavantajlarıda içermiş olacaktır. Şekil A 'YI yeniden düşüne

lim. Esas olarak x ve·y muhtelif değişmelere sahiptir. AA doğrusu ile
BB' dOğrusunun kesiştiği P noktası eyer noktasıdır. Ox doğrusu bu
P noktasının a'ltından aşağıya doğru Oy doğrusu ise. Ox doğrusu

nun üstünde yukarıya doğru hareket eder.

. Basit olarak x ile y değişkenleri E (x, y) i verir, max min E
. x y

(x, y) denge noktası olan P nin üstünde bulunan AA' doğrusu üzerin~

de aranmalıdır.

Eğer (x, yı. (x·, yO) nin P noktasındciki değişim değerleri ise, o tak
tirde bu eger noktasını veren özellik:

Max - min (x, y) = min max E Cx, y) = E (x·; y·ı dir.
x y y x

FARUK ALJ'ASLAN 43
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x ~ O ve y ~ 1.için;

x .. = y" ,= 1/2 dir (26)

Mın E (x, y). BB' doğrusu üzerindedir. Yani en az bir ödeme ile
A nın x seçimlerinin en yüksek değerini veren min E (x, y). BB' üze
rindedir. A, x seçimlerinin max-min olarak E (x, y) için B B' üzerin
de bulunan A noktasında olmasını ister. B ise, BB' doğrusu üzerinde
bulunan en yüksek değerden ('ki P noktası) aşağıya inmeye oclışa

caktır.

Oyuncu B tarafından bütün y ler seçilir. AA' eğrisi üzerinde
B nin rakibi olan A nm ödemelerinin en yüksek olduğu noktanın

altına düşüimelidir. B eğri üzerinde en düşük seviyeye sahip olduğu

gibi y seçeneklerini min-max E (x. y) olacak şekilde A ya öder. Ger-
y :<

çekten P denge noktasınaherbiroyuncu ulaşır. Bu nedenle de x" ve y*
optimal' ve dengeli seçimlerdir. (27)

Bu durumda A nın arzu ettiği;

E (x·, y.) = max min E (x. y) = min max E (x. y) eşitliginin oluşması-

dır. x: Y y x

Gercekten oyunun çözümünde bu eşitliğin oluşturulması önemli
olduğu gibi bir bakıma zorunludur da. Şekilde bu zorunluluğun çözüm
olaraik gösterildiği P noktasında E = E (x. y) bağlı olarak x" ve y* se
çimleri temelolarak görülmektedır.

Bu noktada da basit olarak ifade edildiğinde max min = max min
ır y y x

dengesi vardır denilir. A oyuncusu kendıne açık olon x, stratejileri Için
den optimal x*i seçer, B ise y* seçeneklerinden yyi seçmeye çalı$ır.

Tarafların birisi bu denge çiftinde sabit olarak kabul edilirse, Örne
ğin; A, B nin davranışlarına aldırış etmeden x" seçmişse, rakibinin
davranışı ne olursa olsun oyundan E (x". y*) denge çiftini elde edece
ğinden emin olacaktır. Herbir rakibin (taraf) sert ve kesin tutumlarıo

en fazla 'almaya yani kazançlarını maximum,kayıplarını minimum
yapmaya calışması doğaldır. Fa,kat seçimlerde bazı sınırlamaların ol
ması tam anlamıyla tarafları hür kılmamıştır. Örneğin; oyuncu B, y
ile y* arasındaki seçeneklerin dışınQ çıkamaz. aksi halde oyun bozul
duğu gibi cözümde bulunamaz. Rasyonel davranışlar kurallara uygun
dur. A, x*i B de y" yi oynuyorsa, her iki oyuncuda E(x", y.) de karar kıl

malıdırlar. Hareket tarzı bu kuraJlara uyduğu zaman oyunda optimal
. çözüm elDe edilmiş olacaktır. Şayet değişkenler arasında P denge

44 OYUN TEORtsl



(28) D. AHenl R.G. Mathemotıcal Economıcs. London. Mac mı\lan and co LTD
Newyork. St martın's press. 1956. s. 504 - 505
(29) yukarıda adı gecen eser s. 505.

noktası yoksa oyunda optimal· çözüm bulunamaz. Çünkü herbir oyun
cu için uygun max-min = min-l'OOx denge çifti yoktur. Bir taraf 010-

ır YY"

bildiğine kazancını maximum kılarken, diğer taraf devamlı kayıp du-
rumundadır. Esas olan oyuncuların sınır seti içerisinde denge çiftinin
optimaloluşunu sağlomolarıdır. Bu sağlanmadığı zaman herbir oyun
cuya yönelik optimal strateji bulunamaz.

Şekilde, bölümler arasında (yüzeyolanları) herbir oyuncu ile ken
di kararları paralelinçle anlaşma yapılacak bir nokta yoktur. Fakat bö
!üm alanları içerisinde bir nokta bulunabilir..Bu durum Şekil B de
E = E <x, y) olacak biçimde görülmektedir. x ve y nin uygun görülen
değişmelerinin sınır aralığı ile denge noktası arasındaki düzeyde bö
lümlerle ilgili olarak bir köşe noktası vardır.

Ox, P noktasından direkt olarak aşağıya doğru (PB boyunca) ve,
Oy dIrekt olarak yukarıya doğru (PA boyunca) geçmeSi hiç kabul 
edilmeyen bir harekettir. Eğer P (x, y) de değerler alabilecekse, bu
şekildeki ifade altında formül;

max min E (x, y)= min max E (x, y) .~ E (x$, y$) şeklinde min-
x y y :lt

max ilişkilerin ifadesi olemk verilir ve bu tatmin edicidir de. (28)

Basit olarak değişme aralıklarında'ki minima ve maxima kararla
rının en yüksek ve en düşük değerlerine sınır setleri içerisinde yaJ<laşl

Iır. Özel ve birinci oereceden problemlerde (drkdört,gen oyunlonnda)
oyuncular saf stratejilerini oynadıkları gibi bu sınır setlerine bağlı ola
rçk A = ars ödeme matrix'i ile de hareket ederler. Oyuncu A nın diğer

taraftan E (r, s) -:- [a rs], (r == 1.2, m ve s = 1,2, n) 'ka-
dar beklediği varsa, E iki değişkenli olmak üzere r ve s her iki tarafın

integral değerleri aras.ındadır.

(2x2) oyununda ıkarma strateji icin ıbeklenilenlerin E (x, y) de tüm
değerleri ayrı türden bir fonksiyon oluştururlar. Basit olamk 2x2 oyu-

. nunda saf stratejiler oynandıgı vakit x ,= 0,1 veya y = 0,1, olur. Bunun
la beraber boyutsuz oyunlarda saf stratejileri veren formül max
min (x... y.) = E(x*, y$) dir. Bu gribi ,hallerde so'f stratejiler arasında çö
züm veya sabit sonuç vardır. Eğer matrix'te denge noktası varsa,
ki bu denge noktası ma:x min E (r, s) ,= mir:ı max E (r, sl = E (r·, s·)

r s s r
şeklinde yazılabilir, Stratej.iler baıen r (r = 1, 2....... m) ve bazen-
de s (s = 1,2 n) aralığtnda değer alırlar. (29)

FARUK ALPASLAN
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Oyunda

A:= [au al' L-
a" a..

ödeme matrix'i vardır. Oyun karrrlO strateji ile oynanır.

Oyuncu A, x i oynamak için birinci stratejiye nazaran onun ikin
ki stratejisini oynar ve B, y yi oynayacak biçimde i:kinci strateji·ye
nazaran onun birinci stratejisini oynar.. Oyundan beklenilen değer

eşitliği; .

max min E (x, y) '= min max E (x, y) = E (x*, y*)
x y y x

Özel şekilde alınmış E (xı y) - min max denge noktası olan bir
oyunu düşünelim. Bu halde yukarıdaki ifade şu şekli alaoaktır;

E (xı y) = o (x - a) (y -~) + b (30)

Bu halde daima bir denge noktası vardır. x = ix ve y = p gibi.

Herbir oyuncu sof stratejilerini oynarsalar oyunda optimol çö
züm bulunabilir. Min-max prensip içerisinde oyuncular buna uyrryak
zorundadırlar. En yüksek nokta A nın kendi birimlerini verdiği gibi
aranan denge noktası da onların arasındadır.

Şayet A s-adece saf stratejisini oynoyabilmek için oyunda var
olon denge noktasını arzu ediyorsa diğer bir ifade ile denge noktası

nı destekliyorsa, problemde karma strateji yoktur. Bu gibi hallerde
araştırma noktasının çözümü de birinci dereceden denklem çözümüy
le olacaktır. Fakat genelolarak denge noktası ile karma strateji çö
zümde .birlikte aranır.

Bazı durumlarda bir oyunda denge noktası olmadığı gibi, saf stra
tejilerle de oynanmaık istenebilir. Örneğin; ödeme matrix'i

A = [: ~ ] olsun.

A strateji 1 ile oyuna ba.şlarsa B de A yo 1 ödeme yapabilmesi ıçın

strateji 2 yi seçecektir. A kararında strateii 2 yi seçer ve oynamak
isterse bu takrirde B nin ödediği veya A nın aldığı 3 tür. Bu işlem

ters yönden işlediğinde netice değişmeyecek ve hiçbir antlaşma

sağlanmadan oyun skloid çember etrafında dönecektir.
2x2 ödemeler matrix'i çözümü
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x ve y de sınırlamalar va-rdır. y. x ~ 1 ve o ~ rJ. ile B::; 1 uy
gunluk şartı vardır. Denge noktası çözümde bulunacaktır. Bölümler
arosında denge noktosını bulmak mümkündür. Aksi halde yüzeyin
bölümler arası tesirliliği denge noktasının dışında kalacaktır. Böylece
çözüm olmadığı gibi arama metodu da reddedilecektir.

Bölüm boyutlarında (ıhudutlarında) olabilen yoğunlaşmaya dikkat
edilmelidir 'ki, oyuncular saf stretejilerini oyuna adapte edebilsinler.
(31) (x = d veya 1 ve y;= O veya y = 1)

Şekil B de köşe noı<taları ile sınırlanan alan yüzeyi, köşe nokta
ları etrafında parabalik olarak dönüştürülebilir, x ve y nin aralık li
mitleri uygun bir şekilde verilmeli, sınırlama demetinde E (x. y) ~ 1
olma olasılığı bul·unmalıdır. Sınırlama probleminde geometrtk yak
laşımla aritmetik kavramlar ve şartlar göz önünde tutulurken, ma
tematiksel yaklaşımda oyunun optimal değerinin sıfırdan büyük ve
ya pasitif olması sonucu aranmalıdır.

2x2 oyunlarında ·ilk önce oyundan beklenilen icin özel bir şekilI

de bilgiye ihtiyoç vardır.

i

Tanım: x· ve y. optimal değerleri herhangi bir x ve y için bulu-
nabiliyorsa. yani x·, y.~ x. y ise,'

o ~ rJ.. Y ~ 1 şartları altında



(32) Yukarıda adı geçen eser s. 508

x (O ~ x ~ 1) için E (x", y") =max E .(x, y") ~,E (x, y") yazılabilir.

Böylece min max E (x, y) ~ E (x·, y") ~ 'max min E (x, y) bağıntısı so-
y x x y

nuc olarak ifade edilece'ktir. Bu sonuç denklemini maximize ve mini
mize (minimal) tarifierinden cıka~maik mümkündür.

max E (x, y) ~ E (x, y) ~min E (x, y) burada (O ~ x, y ~ 1)
x y

x 'in bir fonksiyonu olarak min E (x, y) yi maximum yapan
x secimini ve y nin hir fonksiyonu olarak max E (x, y) yi minimum
yapan y seçımi :

E (x, y") ~ E (x·, y") ~ E (x·, y) yazılabilir. (32)

Denklemde denge noktası olduğu gibi, cözümde vardır. Denge
noktası optimal strateji değerlerinin ·koordinat ekseninde geometrik
değerleri ile belirlenir. (x·, y.)

Oyunculor optimal strateji yönüyle birbirlerine bağlıdır. Yani ,
A (x·) <=> B (y.) => E (x·, y") dir.

Belli şartlar altında cebirsel terimlerle bir denge noktası iCin
geometrik özellikler belirlenebilir. Bu yönüyle oyun teorisi yorumu
nun önemi daha da anlamlı oJma:ktadır.

Oyuncu A kendi stratejileri icerisinde optimal stratejisini x* i se
çerse, E (x·, y") değerleri kümesi icerisinde rakibi tarafından oyna
nan y değerlerinin en düşüğünü alır. Aksi halde oyuncu B, x değer

lerinin en düşüğünÜı alır. Bu nedenle her iki oyuncu tarafınden saf
stratejilerin karşılıklı secilmelerl gerekir.

max min E (x, y) .= min max E (x, y) = E (x·, y") bu denklemde
x y y x

() ~ x, y ~ 1 aralığındaki mevcut min-max değerler verilmiştir.

Şimdi max min E (x,Y) = min max E (x, y) = E (x·, y.) verildi-
x y y x

ğini varsayalım, x, E nin bir birim elemanıdır, ve E nin fonkSiyonuna
bağlı olarok x = x· deki maximum değeri, E (x", y") .= max min
E (x, y) dir. ır y

Bu değer oyuncu B nin minimum değeridir. Yani min E (x·, y) dir.
Bu nedenle E (x·, y*) = min E (x·, y) ~ E (x·, y) yazılabilir. Bu denk

y

lemde herhangi bir y için y (O ~ Y ~ 1)ve x (O ~ x ~ 1) değer aralık

ları vardır.

OYUN TEORİsİ48
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(33.) D. Alien, RG. Molhemotıcel Economıcs. London. Macmıllon and co LTD
Newyork. St mortın's Press. 1-956 s. 510

E (x, 1) ~ E (0, 1.) ~ E (O, y) her hangi bir x ve y iCin

(O :!f: x, Y ~ 1) dir.

Tanımda, x· = O, y" = 1 saf stratejilerdir. Bu örnekte A. B nin
ikinci. B de A nın birinci stratejisini oynar. Diğer bütün a. ve [j için
aynı türden çözümlerin doğuşunda o. ve B, O ~«, f3 ~ 1 aralığında

dır ve bu durumlarda dahi a = O dır (33)
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y

ll:

x

y

min max E (x, y) = E (x·, y") ve
y

y x

ll:

min max E (x. y) ~ max min E (x, y)

min max E (x, 'I) ~ E (x·, y.) ~ max min E (x, y) ve
y. x ır y

min max·E (x, y) ~. max min E (x, y) alınırsa

. y l( x Y

max min E {x, Yı

Burada
(O ~ x, y ~ 1) yazılabilir.

~AnUK ALPASLAN

2xZ ödeme matrix'ini içeren bir oyunda çözüm bulmak mümkün
dür. Oyunun değeri E (x·,y") dir ve E (x·,y") = max min E (x, y) =
min max E (x, y) ve x" ve y" optimal stratejilerdir. II y

Y x

lık önce E (x, y) de a "* O olduğunu varsayalım:

E (x, y) = a (x - a.) + (y - (3) + b ve a. ile (3, 1 den O adeğeralırlar.

E (:(}., {3) = E (x, y) bütün x ve y için (O ~ x, y ~ 1) dir. Tarifte
x =a. veya = f3 optimal stratejilerdir. Oyunun değeri E kı., (3 = b dir.
Bu durumda belirlenen denge noktası şekil C deki gFbidir.

ikinci olarak, diğer bütün durumlarda herbir oyuIlCunun saf st
ratejisini göstermek zordur. Örneğin; a > O, «, B > 1 olduğunu var
sayalım ; Sonra

E (O, 1) = aa (B'1) + b

E (x,1) = -a (x -a.) (f3 -1) + b =~ «(f3 -l) + b - a ((3 -1) ~ E (O, 1)

E(O,y) = a«((3-y) + b.= aa. (f3-1) +b+oa.(1-y) ~E(O,1)

Herhangi bir x ve y (O ~ x, Y b 1,) dir Bu yüzden:



01,0.
---, ve ödemler matrix'j :

OYUN TEOR!sl

y--A----....
D B

c,/
DD.B
\ II
c

'~A~
]) 8

'--c
ACD
\1/
B

(A sabit)
-CD
_BD

-'+- BC

~A
D B
'-.c'/

BeD
\If
A

DBC

* ii

/c
1 ABC D
2 ABD C
3 ACD B
4 BCD A
5 ' A,B CD
6 A,C BD
7 A.D Be

ABC
\ Li
D

A~
D B

"-c/

Şimdi bütün bu bağımlılıkları bir ta·blo halinde gösterelim.

2><2 matrix'li oyunlO'rda birden fazla çözüm bulunabilir. Fakat
çözüm sayılarında sınırlılı·k vardır.

Sıfırtoplam ve (n) şahısli oyunlar ve grafiksel çözüm

n şahıslı oyunlarda koalisyon teşkil edilir. Oyuncuların böyle bir
kararı olmasa dahi cözümün daha da kolay yönden elde edilebilmesi
ıcin bu şekilde varsayılması yerinde olacaktır. Oyunda A.B.C.D gibJ.
4 oyuncu varsa oyuncukırın her biri dönüşüm olarak sabit tutulur.
Oyun kombinasyonları aşağıdaki gibi düzenlenir.

Herbir oyun sırasının değeri vardır. Toplam oyun değeri farklı 7 koa~

Hsyonun toplam değeridir.

(n = 3) oyunculu-sıfır toplamiı bir oyunda oyuncu davranışları;

A B C

50



Bu üç ayrı oyunun ödemeler matrix'inin düzeninde yalnız bir ta'
rafın kazançlarını gözönüne almak gerekir.

2- B(:=) (A. C) için

(A, c)

i
Eı Dı EıO. Es lDı E. O.

i F. 1 1 -2 O B

iF. -2 2 -1

51

A

E = + 1
[A, CL

(B,C)

E,= -1
[A]

i ABC Oderneler

Eı Fı 0.0.
2 1 -3

Eı Fı -1 1 O

Eı F2
OıD.

-1 -2 3
,

Eı F. O 2 -2
, E2 Fı 3 -2 -1

Eli F1
OıD.

-2 O 2

Eli F. 0102
O -1 1

Eli F2 -1 1 O
i
i

'.
E. 2 -1 -1 O

E. 3 -2 O -1
-.

Fı Dı Fı O. F. D. F.O.

A [Eı), B6 [Fı D.]

1 - A~ (BC) için

FARUK ALPASLAN

Ödemeler matrix'j

Kombinasyonlar: A -+ (BC)
B~(CA)

C -+ (AB)



Burado n karma stratejileri bulmak mümkündür.

x-2 (1-x) ~ E~x-2 + 2x 1 x-2 + 2x -2x-1 +x 114
-2x-1 (1-x) ~ E~ -2x-1 + x j
y-2 (1-y) ~ E
-2y-1 (1-y) ~ E

B (1/4 FJ, 3/4 F,) elde edilir. 'Aynı yolla

AC [1/4 (Eı DJ), 3/4 (E, DJ)] veya A (D,), C [(1/4 EJ, 3/4 E,)] bulunur.

Denklemler:

(A, BL

C

. ÖYUN n;ORtst

E (BC) = 1,00
E" (AC) = 1,25
E (AB) = 0,75

-- -----

i
J Jl iii iV I>IV

EıFı EıF: E~Fı E~F: 11l>1
y 1-y O O

Dı X -3 3 -1 1 1/4

D2 1-x O -2 2 O 3/<1

J3/4 1/4

52

3 - C <=> (A, B) iCin

Oyunkirın karakteristikleri

E (A) -: - 1.00
E (B) = - 1,25
E (C) = - 0.75

- 3 x ~ E i 1/4
3 x - 2 (1 - x) ~ E ~

- 3Y+ 3 (1 - y) ~ E} -3/4
- 2y ~ E

Aynı yolkı C (1/4 DJ, 3/4 Dı)

A (PJ), B (3/4 F" 5/8 F,) bulunur.



(34) D, Aıren, R.G. Mathematı.cal Economoes. London. Mac mıllan and co LTO.
Newyork St martm's press. 1956 s. 511-512
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Gmflk 2

.~ ] ise,

içinde iki stratejiden fazla oynanamaz,

Grafik 1

A:....

FARUK ALPASLAN

Eğer B, birinci stratejisini oynarsa (matrix'in birinci kolonundan)
A nın beklediği,

E =- x + (1 - x) = 1 - 2x olur,

Eğer B ikinci stratejisini oynarsa, x - (1 - x) = 2 x - 1 olur.

Doğru üzerinde herbir eşit değerler işaretlenirse x in aralıkları

O~ x ~ 1 olmak kaydı ile bu işaretleme OxE ekısen alanları içinde
olur. (34)

[ -~.

A, x ve (1 - x) sınırları

2xn Ödemeler matrix'inde grafiksel çözlim

2xn ödemeler matrix'i yerine 2x2 ödeml'er matrix'i çözümü kolay
laştırmak için kullanılır. Bütün cebirsel terimler sınır aralığında kalmak
şartıyla gözden geçirilmelidir.

Grafiksel çözüm daha çok eşitsizlik çözümlerinde ·kuııanılır. O
yunda 2x2 ödemler matrix'i ele alınmış ise, oyunculardan herhangi
birisinin .stratejileri düzlem analitik geometri metotları ile belirlenir.
Örneğin; ödeme matrix'i

Grank 1'de: Aı.Aı ' ve AıA/ eşit .simetri eksen lerinin. denge nokta
sında (P) kesişirler. P noktasında x = 1/2 dir. E ise sıfırdır, Anın



E = Eı n E. dır.

OYUN TBÇRlsl

x - xı / xı -x. = y - y. /y. -yi
x • O/O -1 = (y - 1) / 1-0 = x + y - 1 = O

~J

~ ] x • Xı / xı ~x' = y - yı /yı -yı
. x· 1/1 - O= Y - 0/0- 1 = -x - y + 1 = O

[~E. -

Eı = [ıo

Grafikte Az PAlI doğrusunun en yÜ'ksek nOktasında oyuncu A, x

seçimini kullanır. Yani x = 1/2 ile E = O dır. Bu değerler P noktasının

analitik değeridır.

-SıABa' üç.gen alanında doğrular y nin fankıı seçimleri için B nın

daha ÇOk oynaması gere'ktiği yüzeyi bfçimler. Grafi'k 2'de Bı OB2 ' üç.
geni içinde B oyuncusu seçeneklerini maxrmum kılan y yi arar. Yani
maximum seçimlerle optimal y = 1/2 ile E = O değerlerini elde etme·
ye çalışır.

8ıOB2' üçgen alanında doğrular y nin farklı seçimleri için B nin

daha çok oynaması gerektiği yüzeyi biçimler. Bı OB/ üçgeni içinde

B oyuncusu seçeneklerini maximum kılan y yi arar. Yani maximum

seçimlerle optimal y = 1/2 ile E = O değerlerini elde etmeye çalışır.

P noktası oyuncu A için P (1/2. O)

E = Eı n E.~ -x- y + 1 = x + y·ı ~ E = O bulunur.
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ortalama değerleri B nin karma stratejisinde aranacaktır. Oyunda
'E = O olması analitik olara'k hesaplanabilir.

Aı noktasının koordinat sisteminde apsis ve· ordinatı (1, O)

B. noktasının ,koordinat sisteminde apsis ve ordlnatı (0,1)

A. noktasının Koordinat sisteminde apsls ve ordinatı (0,1)

B, noktasının koordinat sisteminde apsls ve ordinatı (1, O) dır.

Bir doğrunun iki uç noktaları biliniyorsa bu dOğrunun x ve y cinsIn

den değerini bulmak mümkündür. Yukarıda Aı Bı ve Aı B, doğrularının

iki değişkenli denklemleri yazılır ve ortak çözülürse E nin değeri bu

lunur.



Grafik 3

55FARUK ALPAaLAN

,.

(35) D. Alien. R.G. London. Mathematıcal Econohııcs. Macmıllan And co LTD
Newyork. St mortın's Press. 1956 s. 515

o nolktası oyuncu B için Q (1/2, O) sayı kombinaısyonunu oluş-

tururlar. O halde optimal seçim için; .

x* = y* = 1/2 ve oyunun değeri E,= O yazılabilir.

f

Grafik 3 genellikle geliştirilmi'ş 2xn ödemeler matrix'j ile oyuna tatbik

edilen grafiksel metodu içerir. n tane düz doğru vardır. Belirli artlar

. altında ki PQRS kırık çizgisi :x ile A nın beklediği minimum umutları

içerir. Bu kınk doğru 'kesmesi Ox ekseni üzerindedir. En yüksek nok

ta veya noktalar kırık çizgi üzerinde x in optimal d~ğerleri min-max

wensip olmak kaydı ile. açıklanır. Genel durumda horizontal doğru

kesmesi, 'herbir aralıkta optimal (f. grafJkte RS g~bi yı veya doğru

kesişmelerinden oluşan setin tepesini açı·klayan noktanın belirlediği

tek optimal x i tarif eder. (35)

mx2 ödemeler matrix'ine aynı metodu uygulamak mümkündür.

Grafikle belirtilmeye calışılan oran y : 1 - Y dir. Ayrıca bu oran B

oyuncusunun karma stratejisini gösterir. Oyunlarda 3xn veya mx3

ödemeler matrix'ini göstermekle problemlere üçboyut kazandırılmış

olunur. Optimal Ikarma stra.tejiler ıbu durumda, horizontal doğruların

tepe noktal9rı tarafından verilir.
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OYUN TEORtsI

umut edilen
---_. --... _.._..._----
E = 2 - x
E = 3 x-1
E = 3 (1 - x) = 3 - 3 x

~r----_-1.C'\
ı

it
IL.-__ ~--......1

doğru

AıAı '

A2A2 '

A 3A3 '

Grafik 5

:ı
2

-1

umut edilen
------ -_.__ .-

E = x-2
E=~3x+l

E :- - 3 (x - 1) = - 3 x + 1

1
3
3

Ödeme matrix'i

(

. 1
A = !

2

A nın stratejileri

1

2
3

B nin stratejileri

Grafiklerin matrix'i A = (. O
: 1 dir. AıA'ı~E = 1-x

BıBı"~E = Y- 1
A2A,/~E = 1 - 2x
B~B2'~E = 1

Matrix 3xn veya mx3 şeklinde ise, grafikler aşağıdaki gibi olacaktır.
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B

Şimdi tepe noktGsı bulunmayan bir ödemeler matrix'i ile (üc boyutlu)
cebirsel olarak grafik metoduna dayalı örnek bir cözüm yapmGya
çalışalım.

Ödemeler Matrix'j :

Şimdi iki stratejisi (a., (3) olan Anın kGzanç denklemini. ele alalım.

x.1 +x. = 1
3XI-X, ~ E
Xı+4Xı ~ E
3x, + x. ~ E

57

Buradan

A

4x,-1 ~ E

-3xı + 4 ~ E

2Xı + 1 ~ E

yı + y2 + Ys = 1
3Y"t + Y2 + 3ys ~ E
-yı + 4Y2 + Ya ~ E

x, + x' = 1
3 xı -x' ~ E
Xı + 4x, ~ E

3 Xı + x' ~ E

3XI-1 + X, ~ E

Xi + 4-4x, ~ E

3x, + 1 - Xı ~ E

-~~~---··~.i
. '.

yı y2 Ys

i A A/B (1.,' rr O

xı a. 3 1 3

X2 ~ -1 4 1

A oyuncusunun modeli

B oyuncusunun modeli

FARUK ALPASLAN

X, + x, = 1
3 x -1 (x,) ~ E
1 (x,j + 4 (x.) ~ E
3 (Xı) + 1 (x,) ~ E

yı + y. + ya = 1
3 (y,) + 1 (y,) + 3 (Ya) L E
-1 (y,) + 4 (y,)"+ 1 (Ya) ~ E

Xı + Xı = 1 den Xı = 1 • X, bu değeri diğer üç denklemde yerine ko
yalım.

3xı - (1 - xı) ~ E

X, + 4 (1 - xı) ~ E

3Xı + 1 (1 - x,) ~ E

4x,-E-1 ~ O

-3xı- E + 4 ~ O

2x, - E + 1 ~ O eşitlik haline getirirsek,
4x.-1 = E

-3x. + 4 = E



2Xı + 1 = E
4Xı - 1 = E ve -3x. + 4 = E doğrularının kesim noktası

4xı - 1 = - 3xı + 4 4xı - 1 + 3xı - 4 = O 7x, = 5 Xı = 5/7

Xı + x.. = 1 denkleminde Xi = 5/7 değeri yerine konulursa

X2 + 5/7 = 1,x. = 2/7 bulunur. Şimdi E yi bulmaya çalışalım.

E (AB...-M,') = 3 (5/7) -1 (2/7) = 1317

E (AB~(3') = 1 (5/7) + 4 (2/7) =. 13/7

E (AB~Ô) = 3 (5/7) - 1 (2/7) = 1317 bulunur. Diğer yönden.

3xı + ~L = 3 (5/7) + 2/7 = 15/7 bulunur. Bu ise E = 13/7 den da

ha büyü ktü r.

3Xı +X, > E ohQlde y. = O olmalıdır.

yı + y, = 1 yı = 1 - y•
.................... _......... 3yı + 1 (1-yı) yı = 1-yı

değerini aşağıdaki denklemlerde yerine koyalım.

3yı + yı + 3y, ~ E ( y. = O
- yı + 4yı + y, ~ E) yı = 1 - yı

3yı + 1 - yı + O ~ E => ~ 2yı + 1 !f E =>2yı + 1 = - 5y, -+ 4
- yı + 4yı + O !f E (-5Yı + 4 !f E buradan
7yı = 3 yı = 317 bulunur. Bu değeri yı + y, + y. = 1 denklemin
de yerine koy.arsak yı değerini bulmuş oluruz.

317 + yı + O = 1 yı = 4/7 bulunur.

-yı + 4y, + y, !f E denklemnde yı, yı, y. değerleri yerine konulursa ıE

değeri bulunmuş olacaktır.

E = - 3/7 + 4 (4/7) + O = -3/7 + 16/7 = 13/7

Çözüm kombinasyonları;·

A (517«. 2!7'~J

B (3/7a,', 4/7{rJ ve oyunda tepe noktası yoktur.
Şimdi bu değerleri koordinat eksenlerinde bağlı bulundukları doğ·ru

den'klemleri ile çizmeye çalışalım.

Çizim yapılırken doğru denklemlerinde bilinmiyen değişkenl'erden

herhangi birisi sabit bir sayı. örneğin sıfır olarak kobul edilip diğer

değişkenlerin bu sabit değer karşılığı olarak aldığı değerler saptana
caktır: Doğru denklemlerinin bu şekilde yapılan çizim1erinden sonra
kesim noktalanAIn apsis ve ordinat'olarak değerleri bulunacaktır. Bu·
nun için kesim noktasındon g,eçen doğru denklemlerinin ortak çözü

'mü yeterlidir,
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Grafik 6

Denklemler yardımı ile ·kesim noktalQrının koordinatlarının bulun
masıntı çalışalım..
8 ~.E = 2x'· + 1

E = 4x - 1- ~ 2x + 1 := 4x - 1 den x = 1

Bu qeğer E = 2x + 1 de yerine konulursa E = 3 bulunur.
A~E=3x+4

E = 4x - 1~ - 3x + 4 = 4x - 1 den x = 5/7 bu değer

E = - 3x + 4 de yerine konulursa E = 13n bulunur.
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Denklemler;

4Xı-1 = E
- 3Xı + ~ = E
2x. + 1 = E idi



Y = E ise (koordinat ekseninde) 4x -·E - 1 = O buradanda 4x -1 =E
bulunur.
Demekki çözüm doğrudur.

Tepe noktalı bir oyunun grafiksel çözümü:

B

Eğer bu noktalardan geçen doğru denklemi kurulursa ve ,kuruıocak

denklemin grafikte üzerinde bulunduğu doğru denklemine eşit olması

saptanırsa çözüm doğrudur.

x - Xı /xı - x= = y - yı ıyı - y~ (iki noktası belli olan doğru denkle-
mini veren formül)

x-1 17- (-517) = y-3 13- (1317) = x-11 2:7 = y-3/8:7
56x - 56 = 14y - 42

56x - 56-14y + 52 = O gerekli kısaltmalar yapılırsa, 4x-y-1 =0
bulunur.

- 2yı - 3 (1 - yı) ~ E yı - :3 ~ E
- yı + 2{1 - yı) ~ E - "3Yı + 2 ~ E
2yı + 4 (1 - yı) ~ E - 2yı + 4 ~ E

yı - 3 ~ E de (yı = 3, E = - 3)

OYUN TEORİsİ

-3

yı i,

denklemlerde yerine.

yıAlS

A
. Xı (x. -2

X~ ~ -1

xa O 2

Denklemler;

Xı + x. + x. = 1
yı +y. = 1
-2xı -x. + 2x. ~ E
- 3Xı + 2x, + 4x. ~ E
-2Yı-3y~ ~ E
-yı + 2y. ~ E
2Yı + 4y, ~ E yazılabilir.

yı + y. = 1 y, = 1 . yı Bu değer aşağıda'ki

konulursa.

-2Yı - 3yz ~ E
~ yı + 2y. ~ E

2yı + 4y. ~ E

Irdeleme;

A (1,3)
B (517, 1317)
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Genel durumlarda iki şahıs - sıfır 'top·lam oyunu :

Genelolarak ödemeier matrix'j A = [o",] (r = 1,2 n)
ve (S == 1,2, mj olabiliyordu. A oyuncusu m stratejileri
ile faydalı saydığı diğer 'karm9 .stratejiler arasında seçim yaparak
Xı, X', x. """'" xm oranlarını elde edebilir~ Toplam oranlarxJl) e gi
derken xm in bütün değerleri negatif olamaz ve X m lerin değerleri

positif olmalıdır. Daha doğrusu Xm değerleri O ~ Xm ~ « arasında

dır. Bazı özel durumlarda x '=fO okıbilir. Fokat oyuncu A tarafından

arzu edilen x = 1 olmasıdır. u gibi hallerde oyul')cular tarafından

saf stratejIler oynanomayacaktr . Diğer karar aralıklarında ise. karma
strateH vardır.
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Yı - 3 ~ E de (Yı = 3. E =- 3)
. -3Yı + 2 ~ E de (Yı. = 2/3. E :=; 2)
-2Yı + 4 ~ E de (Yı. = 2. E = 4)

[
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Grafik 7

Grafikte A ve B gibi iki tepe noktası onaya çıkmaktadJr.

A nın koordinatlarını bulalım.

yı --.:.- 3 = E .
-2yı+4=E yı-3=2yı+4 yı=7/3 =21/~budeğeri

Yı - 3 = E de yerine koyarsak E .= - 2/3 bulunur. O halde
A (2 1/3, - 2~3) dür

B nin koordinatlarını bulalım.

yı - 3 = E
-3yı + 2 = E yı-3= -3y, + 2 yı = 5/4 = 11/4 bu de
ğeri yı - 3 = E de yerine koyarsak 11/4 - 3::;;: E, E = 714 o halde
B (1 1/4, 1 3/4) bulunur.



r = i

sınırlar ise xr ~ O, r = 1,2 ...... m ve ıl Xr = 1 dir.

OYUN TEORisı

m

Xr = , dir Ve Eğer A Ikaırmo

m

r :::: J

m n

1) ars xİ Y dir. (36)
r = i S = i

E (x, y) =

A nın verilen ka"mo ·stratejisi (x" x XIJl ) bunları çevreleyen

.........yn) seçenekl&rinin sınırı ~

f

Şekıl A

Xı ~ O, X. ~ O, >cı _~ O ve Xı + x. + xe = 1 dir.
Aı At A. üçgentnde OA. := OA. = OA. = 1 dir. Bu aian içertsinde
(A. At A.) üçgeninde hiçbk nokta A nın x stratejisini belirtmez. Aı, A.

(36) O. Alien, R.G. Mothematıca-l EconomlC6. London. Mac mıllon and co LTO

Newyork. St martm's press! 1956 s. 517

strateji oynorso x = {xr} ve B de y == {Ys} karma stratejisini oy·
namak kaydı jJe oyundan beklenilen;

Bazı özel durumlarda saf stratejilerin bu değerleri Xr = 1 ve Xr = O
r = " 2, m r =1= r olabilir. Burada m sof stratejileri r de se-
çenekleri gösterir. Matrix'te x in kolon veya sıra setleri aşağıdaki gibi

alınır x ,= {x,} = [f~]

Diğer bir yoloyuncu B, n strateillerl arasında seçim yapar ve bl.!n
lardan herhangi birini oynayaralk. hareket etmekisterse, (Yı. y2

E nin fonksiyonunda x ve y vektördür. Bu nedenle matrix rakamları

E (x. y) = x'Ay eşitliği halinde yaZilabiUr.

~>

Ç>o.1
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Öı:emk : i

OzeUik : ii

~ ars Y·s ~ V ~ ~ n x*... denklemi sağlanaca'ktır, Ayrıca,

63

n

r = i

n

s = i

FARUK ALPASLAN

E (x, y*) ~ E (x*, y*) ~ E (X·, y)

x' Ay" ::f (x·)' Ay· ~ (.)' Ay idi.

(x*, ya), E nin denge noktasıdır. Oyunda matrix değer:

V = E (x·, y*) dir.

Anın mstratejiler·i X,, x, ., Xm e kada·r gidecektir. Karar verilir-
ken düşünülen, oyuncu A, X değerlerini sectiği zaman E (x·,y·) değe

rini olarak bir bütün içinde rkibi B nin ne yaptığını bilmesidir. Bunun
icin oyunun bazı özemklerin'n belıirlenmesi gerekmektedir,

ve As sof stratejilerdir. Bu noktalar dışındaki alan noktaları karma
stratejileri gösterir.

Tanım: x*,y* birer vektör is~ler, x, X de y, Y de değer olarak aran/r.
Diğer bir ifade ile her bir değer bağlı bulunduğ.u değer değişkenlerin

de fonksiyonel olarak bul;un~aya çalışılır. Oyunda herbir oyuncu icin
al'4u edilen optimum strateji i gösteren bağıntı;

Oyuncu B n stratejileri rasında secim yapar ve bunlardan her-

mxn şe4<linde bir ödemel r ma·trix'i problem olarak verilmiş olsun
Oyuncu A oynadığı zaman saf stratejileri x·,y· olacaktır. Bu seçenek
oyun matrix'inde optimal oYl,ln için cA + B dir, c Oyuncu A nın bü
tün positif değerlerini icerir. B ise mx n matrix'inde eşit -bütün birim
ıerin bı + ~ + ba + ...... i ..... + bn toplamıdır. O halde ikinci kez
oyun oynanırsa oyunun değ ri (cv+ bı olacaktır.

E (x·, y) ~ V

E (x, ya) ~ V herbir oyun u tarafından optimal strateji ile hareket

edilen sınır aralığıdır.

n

ha,ngi birini oynarsa (Y" y. '.r Yn) sınır aralığı ~ Xs = 1,
i s = i

Oyuncu A içi aynı durumda ir ~ i xr = 1 sınır a,rafığı olacaktır.

Herbir oyuncu saf stratejileriri oynayarak oyundan bekleeliıklerini SI

'nıraralığındabiCimlendirebiHr1Ier de. Bu ta'ktirde;
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_Özellik : III
Oyunda herbir oyuncunun optimal stratejilerini sınırlayan v de-

ğeri varsa. optimal stratejiler x, yolmak üzere;
n

~ ars y" < V, x\ = '0 ve
s = f

m

1) ars x\ > v. y\ = O
r == i

Bu şartları oyun matrix'ine uygulamak üzere;

a - (x·)' Ay ~ v , x' Ay· !f:.. v
b - Ay" ~ v {1} !f:.. A' x· olarak yazabiliriz.

Ay·~v {1} de
gerçek değer-artan değer = Bir elementi n ifade edildiği x· elemen-
tinin sıfır değeri. bağıntısı yazılabilir. Buda basit olarak

A'x· 2: v {1} djr.

Özelliklerin herbirinde oyunun çözümünde temel karar soyılabi
lecek doneler verilmiştir.

Birinci olarak x· ve y. optimal stratejiler olarak verilmişse, oyun
da karar mod:eli şöyle belirlenir.

V = E (x·, y.) !f:.. E (x·, yl
Eğer E (x·, y) 2: v verilmişse, X;voptimal strateji qlarak düşü-nülmek
kaydı ile;

V = E (x, y) ~ E (x·, y)
__ o --V = E (x, yl !f:.. E (x, y) bu denklemde Y nin yerine y konulursa;-- -E (x, y) !f:.. E (x", y)

V = E (X, y) ~ E (x. yi bu denklemde x in yerine x konuıursa;

E (x·, yl !f:.. E (;z,Yi bulunur. Zira;
-'- -E (x, y) = E (x·, y) dir

-- -V _ E (x, yl ~ E (x·, YI ve

E = (x, y) ~ E {x, y) ,= V ort'ak çözülürse;
- --E = (x, y) !f:.. E (x, y) .= V bulunur.

E (x,y) ~ E (x,y) = v
---' -E (x, y) = E (x·, y) birlikte verilirse;-- -E (x, y) ~ E (x·, y) ~ E (x·, y) yazılır. E nin denge noktası karar

modelinde (x·, yl dir, ve optimal strateji x· dir.



(37). O. Alien. R.G. Mathematıcal E ıonomocs. London. Mac mıllan ond co LTO
Newyork. St martın's press. 1956 s. 18· 523

Sıfır toplamil olmayan oyunla i :
Sıfır toplamiı otmayan oy nlarda oyuncuların bj·rbirlerine yaptık.

ları ödemelerin toplomını~ sıfır olması Şorttı yoktur. Bu nedenle sıfır

toplamIı olmayan n şa1hıslı oV;unları, (n + 1) şahıslı sıfır toplamiı o
yunlar olarak düşünmekmümkündür. Böylece onun modelinin çözümü
daha önce çözümü ya.pılon sır1r toplam şahıslı oyunlar gibi olmaya-

Eğer oyunun ödemeler m. trix'j kore ve ters simetrik ise, aynı stra
teji içerisinde herbir oyuncu un optimal stratejileri ve oyunun çözü
mü vardır.

Bir ters simetrik olan ödemeler matrix'indeki kasdedilen A ve B
arasında benzeşim özelliği vardır. Eğer oyuncular değişir ve A nın işa

reti (matrix) ters çevrilerek erilirse, B nin ödemeside matrix'te -A'
olarak verilir. i

Örneğin; Finger - morra (Elsayma cyunu) oyununda ödemeler
matrix'i ters simetrtktir.
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Özellik LV :
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Oyunda oyuncular arasında imetrfk özelliği vard~r. x· ve y. optimal
stratejileri oyunda verilmiş ol un b Oyunun değeri de v ise;

Ay· ~ v {1} ~ A'x· yazıl, bilir. Zira
-(A}y· ~ (-v) {1} ~ (-A') dir, böylece
A' = -A ve -A' = A bulunacaktır. Bu ifadeden hareketle
A'y· ~ (-v) {1} ~ Ax· y zılabilir.

Ay· ~ v {1} ~ A'x· ve A'y. ~ (-v) {1} ~ Ax· den
A (x· + y.) ~ O ~ A' (x· +y.) yazılır. Böylece
v {1} .+ (-v) {1} = O olur. Şimdi x· ve y. aynı setlerin vektör

leri olsun. Böylece A matrix',i kare şeklinde olacaktır. Vektör ise,
z·.= 1/2 (x· + y.) dr.i Zira z· herıbir oyuncunun mümkün olan stra
tejisidir. Buradan hareketfe;

A (X'. + y.) ~ O ~ A' (x· y.) denklemi

Az· ~ O~ A' z· şeklini o(] aca'ktıc (37)



HiCbir değer oyun değerininaltında değildir.
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i = i

n
Xi' E

j
......... (i = i, 2 ......... n) değerleri için ve ~ X j = E dir.

(38) Karayaleın, Doç. Dr. i. ilhami. Hareket Araştırması. LT.ü. yayınları yayın no :
730. Gümüşsuyu - isı. 1968 s. 151

(8,-2) -2 < E2 = O
(1,1) 1 + 1 = 2 < E = 3 olduğu icin impütas-
yon değildir.

n şahısh sıfırdan farklı toplarnh oyunlann .çözümü
Cözüm aynen yu1karıda tatbik ettiğimiz metotdan bareketle yapı
lacQi.ktır. Yalnız sıfır top.amlı oyunlardon farklı olarak;

coktır. Cünkü oyunda (n + 1). nci şahıs stratejiyi seçerken hür de
ğildir.

Ödemeler matrix'inde hiçbir oyuncunun ·kazancı diğerinden
aşağı düşemez. A nın ,kazançları v ,ise, oyunun değeri ·de E ise, v > E
oımalıdır. Bu bizi oyunda impüt·{]>syon ve onun tarifierini yapmaya ka
dar götürecektir.

Ornek: Iki oyunculu bir oyun için, Eı = -1, E2 = O En+1 ,= Es = -3
olsun.
Bu durumda ~ E = (En +!) tarifinden E = 3 dür. Aşağıdaki değer
takımları impütasyonlardır.

(2. 4), (- 2, 8). (6, 2)

(Eı, E., E En) değerleri oyunda bulul')an 1, 2, 3 n
şahısli oyuncu'ların eşdeğerleri olsun. (n + 1). nci oyuncunun eşde
ğerli oyun değeri En + 1 olacaktır. Daha önceki AçıklamalardaA = -A
ters simetriğinin olabileceğini göstermiştik. O halde bur.ada da;

(Xı, Xi, Xn) değerleri serisini aşoğıdaki şartlar altında bir
impütasyon olarak tarif edebiliriz. (38)
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Bu çözüm aşağıdaki şartları sağlıyan impütasyonlar setidir. (39)
1 - Bu setteki hiçbir impütasyon diğerine baskın değildir.

2 - Bu set dışındOıki herhangi bir impütasyon bu seneıki impü
tasyonlardan biri tarafındon bastırılır.

Örneğin;

A (a., ~) B (a.' .W) C (a." ,W')

Yukarıdaki tablodan A, B. C nin ödemeler matrix'ini düzenlemek
mümkündür.

Matrix: i

(B,C) " rı'~" a"~' W\3"rw.

A
a. 4 -2 2 -4

B 2 4 1 -2

Matrix: ii

(A,C) " a. ~" ~a." ~W'ruı;

B
~7 ~2- 2 O 1

i~" 8 1 O 1

Matrix: III

(A,B) ,
a.W 13 a.' ~rraa.

" -1 3 -3 -1C a.

\3" 2 -1 1 O

(39) Karayaleın. Doe. Dr. L ilhomf. Horeket Araştırması. Lr.O. YaYililan
Yayın no : 730. Gümüşsuyu - is!. 1968 s. 152
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CI
Ödemeler

A B A B C
,

a." 4 -2 -1a. a. ~

a.
,

a." -2 2 2a.
,

a." 2 O 3a. a.

a.
,

a." -4 11 -1a.

~ W W' 2 O -3

~ W ~" , 4 -2 1

~ W (f1 1 O -1

i ~ W W' -2 1 C
,

FARUK ALPASLAN



LiNEAR PROGRAMLAMA VE OYUN TEORisi :

68 OYUN TEORİsİ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliklerin ortak çözümünden oyunun ve herbir
stratejinin değerleri ,bulunarak 'kombinasyonlar teşkil edilir.

i
ii
III
LV

i
ii

'"IV

2x + (1 - x) ~ E
x + (1-x) ~ E

2y + (1 + y) L E

Y + (1-y) 6 E

-3x + (1 - xl ~ E
- x + O (1 - xl ~ E
-3y + (1 - y) :f E
- y + O (1 - y) :f: E

Matrix II den çözüm denklemleri;

-2x-O (1-x) ~ E ve
O.x-O (1-x) ~ E ve
-2y "'- O (1 - y) ~ E ve
O.y {1 - xl . O 6 E ve

Matrix III den

-x + 2(1 ~x) ~ E ve
3x - 1 (u - x) ~ E ve
-y + 2 (1 - yl 6 E ve
3y - 1 (1 - y) 6. E ve

Matrix i den çözüm denklemlerini yazalım;

4x + 2 (1 - x) ~ E ve 2x + 1 (1 - xl ::,. E i
-2x + 4 (1 - xl ~ E ve -4x - 2 (1 - xl ~ E ii
4y + 2 (1 - y) :f Eve -4y - 2 (1 - y) :f E III
-2y + 4 (1 - y) :f: E· ve 2y + 1 (1 - y) :f E LV

(40) Taho. A. Homdy. Operotions Reseorch on in'troduction. The macmıllan Com
pony. 866 third. Avenue, Newyork. 1002'2 Collier· macmıllan. Canodo LTD Toronto.
Ontorio. 1971 s. 171

Doğrusal proğramlama ile iki veya daha çok çelişkilerin çözümü
ne gidilir. Oyundaki çelişkileri oyuncuların sayıları ortaya koyar. Oyun
cularınherbiri sonlu veya sonsuz stratejileri ve bu strateji/ere ait se
çimlere sahiptirler. Bir oyuncu kendi stratejisini diğer oyuncularca se
çilen stratejilerin herhangi \birine özgü bil'grye sahip olmadan düşünür.

Bununla beraber bütün oyuncuların mevcut seçişleri oyunun
ayrı ayrı sonuçlarını veya ödemelerini etkiler. Herbir oyuncu Için bu
sonuçlor bir hayli bir kazancı veya 'kaybı veya berabere kalmayı gös
terir.
iki oyuncu He oynanan oyunda, bir oyuncunun kazancının anlamları

diğerinin eşit ıkaybını belirler. Iki şahıiS sıfır toplam oyunlarındaıki gi
bi, bir oyuncunun ödemesini başka sözlerle ifade etmek yeterlidir.
VorsaylJdığl yönJ·e stratejilerin numaralorı herbir oyuncunun sonudur.
Iki oyuncunun stratep (seçim) numaroları matrix'te m ve n şeklinde

(mxn) çıkışları okımk özetlenmeli. (40)



B

141) Korayaleın. Doe. Dr. i. ilhami. Hareket Araştırması. LT.O. yayınları yayın no :
730 Gümüşsuyu - isı. 1968 s. 129
(42) Ta·ha, A. Hamdy.· Operalions Research on Introduction. The macmıllan Com
pany. 866 third Avenue. Newyork 10022, Collier - maemrllan. Canada. Toronlo. On.
tario. 1971 s. 172

Herbir oyuncunun oyunda gere!< duyduğu saf ve karma strateji

leri matrix'te göstermek mümkündür. Burada oyunu A, B oynama

dan oynarsa Oyuncu A saf stratejiye SOohip olacaiktır. Oyunlarda iki şa

hıs yerine n şahıslarda olabiliyordu. O ,halde den'ilebilir'ki oyun teorisi

bu açıdan herbir oyuncunun linear proğromlama içeriSinde optimal

strateiilerinin matematiksel düzenlemeler setidir.

P.roblemin karmaşık yapısı ve her oyun.cu tarafından seçilen beHi

stratejileri hakkında bilgi noksanlığı nedeniyle, burada modeloptimal

kavram ve tutucu kriterlere dayandırılmıştır. Her bir oyucunun kendi

strateji seçimleri (karmaşl'k veya saf) diğer tarafı.n seçimleri ile belir

lenen ödemel·er garantisinden kötü olamaz. (42)
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iıki şahıs sıfır toplomlt oyunlarde olduğu gibi herbir oyuncunun
ödeme1eri sonuc değeri olara'k ifade edilir. .

Oyunlarda çeşitli strateiilerle elde edilebilecek kazancıarın, el
sayısına göre sabit ıkalması, Linear proğramlama tekniklerinin tatbiki
ni mümkün kılmaktadır. EI tabiriyle oyunun tekrarlanma sayısı kesde
dilmeıktedir. (41)

Iki oyuncu ile oynanan oyunda, bir oyuncunun kazançları diğer

oyuncunun 'kayıplarıdır. (iki şahıs sıfır toplam oyunlarındaki g.ibi).

Kavramları açıkllyabilmek için sadece iki oyuncunun para atmasını

düşünelim. Herbir oyuncunun seçimleri tura (t) veya yazı (y) dır. So

nucta (tt, yy) ıkombinas'yonu ,kurulacaktır. A nın B den kazandığı. 8 nin

kaybına eşittir. E (A) + E (B) -= O dır. Faıkat oyuncuların üstün olma

durumları ola'bilir. Örneğin;



lım.

n

i = i

y, yn

a", a'e

a" 'o in

2:: a2j Yi , 1; ani Yı} }
n

j = J

2:: aij Y\ x"ı bağıntısı yazılabilecektir.

j.= i

m n

v=

.~ B i

A ~--...........:
yl

A
X, a11

x. = 1-xı o"

m m m

max {min ( ~ aiı Xi , ~ aj2 Xj ......... , ~ aimXi) }
Xi i = , i = i i = i

n

min {max ( 2:: a'j Yj .
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Oyuncu A nın seçimleri Xi (Xi ~ O, ~ 7' = 1 x;) buradan.

B

Teorik olara\< bu matrix'te denge noktasının oimad.ığını varsaya-

yazrlaıbllecaktir.

A i·ki strateiiye sahipkan B nin stratejHeri n kadar olmaktadır., ,

O/uncu B nin seçimleri yj (yi ~ O, ~ın 1 Yj) buradan.

Ortalama minimox ödeme ~ maxımın orta)ama ödeme; değer

eşitliğinde Xi optimal çözüme indirgendiğinde ortalama minimax de

ğer = ortalama maximin değer eşitliği oluşacaktır.

x*; ve Y"j iki oyuncunun optimal çözümleri iser bu toktirde her öde

me aij (Xi, Yj) olasılığıyla bağlantılı olaca-ktır. Böylece oyundan bek

lenilen değer volarak alınırsa,

Oyuncu B nin oynaması halıinde A mn ortalama ödemeleri ne
olacaktır? Bunu belirtmek için aşağıda gerekli formüller verilmiştir.

2xn ve mx2 oyunlarında verilen matrix'te bazen denge !10k

tası olmayabilir. Örneğin;



(xL ŞekiL, Toho. A. Homdy. Operations research on ıntroduction. 177 den olınmıs

tır.
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(Oıı - o..) xı + o.,
{au --(]..) Xı + an

A nın ortalama ödemeleri

n

. 1

2

B nin saf stratejIsi
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A nın ortalama ödemelerinin yerini tutan saf stratejileri B nin se
çimlerini vermektedir. x in herbir değeri A nın ortalome varyansıarını

gösterir.

ortalama ödeme

Grafik 8

Her yol sayısı B nın saf stratejilerine denktir. En düşük sınınn

. yoiları (çizgi.leri) x fonksiyonun ortalama minimum ödemesini verir.
Kalın çizgilerle çizilmiş doğru üzerindeki bütü.n noktalar B nin öde
meler matrix'jnde kayda alınacak minimum kayıplarıdır. Maximum
nokta iki doğrunuh 'kesim noktası olon tepe noktasıdır. Dolayısi ile
Xi (= X*i) dir.

2xn oyunları için ortalama değer;

v* = y"ı { (aıı - 021) x"ı + Oı.ıı} + y*~ { (0 1 2 - 0 22 ) X"ı + an} + .....
+ YıL { (aın - aın) X· ı + a.2n} formülü ile bulunur, Fakat maximum

noktadan geçmeyen şekilde 2 ve n-1 doğrularının { (alj - OZj) X"ı +
ZZj} değerleri doğruların Yj = O noktasında analizini gerektirir.



Grafik 9
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(O'j' - a'jl) yil + ali"

(a.j• - a'j') Yjl + 02j2

B nin ortalama ödemeleri

n

1

2

A nın saf stratejileri
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Ortalama ödeme

Doğruların içerdi~i ödeme denklemlerinin kesim nokt.ası mintmum
nokta olon Yj' i gösterir.

~..~ o t--~--::,.L..--ı--=::~----ı- ıl. ~ i
..i. ~.

Yj = O oluncaya kadar doğrular yukarı .veya aşağı kaydınımalıdır. Bu

sonuçton şu gerçeği çı,karmak mümkündür. ~ j"= 1 olduğu için

y*j = 1, Y*j> o oyunun ortalama değeri lv"') maximum ortalama 'öde

meye eşit olmayacok ve sonuç olarakta. min.max teorisi bozulcico'k·

tır. Zira maximum nokto ıki düz dOğrunun kesim noktasıdır. Bununla

beraber .maximum noktadan geçen iıkiden fozla doğru olabilir. Bu

taktfrde Yj nin optimal değerlerinden bahsedilece,ktir. Demekki çö

zümlerin ağırl~ksız ortalamasında dahi optimal çözüm geliştirilebile

cektir.

Sonuç olarak (2xn) oyunları temelde (2x21 oyun çözümlerine

eşdeğer olacaktır. yp ve yp B nin kullanabildiği iki strateji ise Yj = O,

Yj2 = 1-Yji. yil ~ O ve Yj2 ~ O olduğu için B nin A nın stratejilerine

eşdeğer ortalamo ödemeleri şöyle olacaktır.



o halde (2xn) oyununda maximin - minımax kriter grafikselolarak aşa

ğıdaki gibi olacaktır.
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", B 1

"" \ Yı Y2 Vs V.A .."
A

'-i

.xl 1 1 3 -2

X1 2 4 5
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GrQ'lk 11

GrafJk 10

Şimdi aşağıdaıki (2x4) oyununu düşünelim.

B

Ortalama ödeme

Ortalama ödeme



Şimdide (4x2) oyununu düşünelim.

A nın ortalama ödemelerine ,Imrşın B nin saf stratejileri denklemsel
okımk şöyledir.

OYUN TEORİs!

A

2

x~

3

4

---7-1.

B

1

Xı

-2

1

-3

.....-_.•-.-._---

~.

A "
yı

V.

V2 1 - yı verilmiş olsun

I -3.1 + 4 = + 1 j
v* = 2.1 + 1 = + 3

-7.1 + 5 = - 2 bulunu-r.

O hafdekombinasVonlar : (V2. Vs). (v~, y,) ve (Ys, Y.l dür.

Birinci Kombinasyonda y2 = 5 ya = 4 dür, yani V2>YS dür.

Ikinci Kombinosyonda y2 = 5 Y.. = 3 dür, yani V2>Y. dür.

Üçüncü Kombinasyanda Y. = 4 Y. = 3 dür, yani Ys>Y. dür.

O halde: V2>Y3>V, dür.

Denklemler:

-x + 2 f
-3x + 4 ıı

2x + 1 III
-7x + 5 LV

i ve ii den -x + 2 = -3x + 4 den x = 1 bu değer II, III ve LV yerine
konul'ursa

B nin saf str<ıtejileri A nın orta/ama ödemeleri

yı (1~2)x + 2 - -x + 2

V2 (1-4)x + 4 -3x + 4

Vs (3-1)x + 1 2x + 1

V. (-2-5)x + 5 = -7x + 5
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Kombinasyonlar (Yı, Y3). '(Ya ,Y.ı. (Yz, Y.)

(Yı, Ys) ~ yz = 1, Ya ,= 5, Ya>Yz
(Ya, Y.) ~ Ys = 5. Y. = 4, ys>y.
(Y'l'Y4)~Y2 =-1, Y. = 4"Y.>Yı

O halde : 'v3 > Y.. > yz dir.

FARUK ALPASLAN 77

(1-2) Yı + 2 = -Yı + 2
(-2-3) Yı + 3 = -5Yı + 3
(1-4) Yı + 4 = -3Yı + 4

(-3·7) Yı + 7 = -10Yı + 7

ı
"I 3/4

v· = - 3 1/4

4 2/4

B nin ortafoma ödemeleri

Grafik 12

'-3 ~r 04 ..._('t~.ı;,f.-l)

-ı."~t",,t' .Le.. '-"'~ i/ı l'f:'1.J

- a..... ~ 4ıt. E" .1.'- ıı.." 1 ı. ')II I, ,

.J

-Yı + 3 den Yı = 1/4

ı
-5(1/4) + 3 = 1 3/4

-3(1/4) + 4 = 3 1/4
-10(1/4) + 7 = 4 2/4

J

a

. 1-

A nın saf stratejileri

Yı

Yz
Ya
y.,

-Yı + 2
-5Yı + 3

·3Yı + 4
-10Yı + 7

~..



B

Sadece' saf stratejilerin bulunduğu durumlarda temelolarak üstün
lüğe gerek yoktur. Örneğfn;

OYUN TEORİsI

A

A

Xs 1

~ -1

Xi Yı
Xı 5 O 2

------.-----
8 6

---_._--,-
2 3

"'- B
i

A''''"',
Yı Yı Ya

Xı 1 8 3
--- --_._----

X2 6 4 5
-

Xa O 1 2

B

;)ZL yı ya ys

i
8 3 AXı 1

--------
X2 6 4 ' 5
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ÜSTÜNLÜK:

(2xn) ve (mx2) oyunlarının müna4<aşası yuka:rıda basitçe yapıldı.

Oyundan her oyuncunun bir-veya daha fazla saf stratejileri Çıktl rı lı 1"

sa, çıkarılan stratejiler doha üstün olanlar tarafından domine edilir
ler. Aşağıdaki oyunda bu durumu düşünel~m.

B

Oyuncu B, A nın üçüncü stratejisi içininputlarını hiç değitse birinci
ve ikinci .stratejilerin jıkisi olmak üzere kazançlarıyla açııklar. -

Bu durumda, üçüncü strateji matrix'ten çıkarılmış olmalı. Çünkü ,A
birinci veya iktnci stra~ei'isin~ doha iyiyaıpabilir. Dolayısı ile 3. ncü
strateji birinci ve ikinci strateji tarafından üstün kılınır. Yukarıdaki

matrix'j aşağıda'ki gibi ifade etmek mümkündür.

Saf stratejilerin hiç:birj A nın h~ç değ~.se diğe.r saf stratelerinden
biri o.larak verilmemlştir. Bununla ber-crber eşit ağ·ırlıklar kullanımın

da; A nın birinci ve ikinci saf stratejileri ortalama ağırlığı verir.

{ 1/2(5-1). 1/2(0 + 8). 1/2(2 + 6) } veya



n
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m

~ ainXi)
i .= i

m

~ a,ıXj ,.. ", .
i = i

(Xi ~ n bütün ler iCin,)

i::::; i

m

m m m

~- aitXi. ~ ai2 Xi .. ~ ..... ~ DinXi)
i ~ i i '= i j - i

m m m

2} aitXi, ~ ai2Xi ........ ~ ainXi) verilsin;
i = ı i = i i '= i

A nın seoimlerini :

max min ( 1) aiıXj.

Vukarıddki formül sınır ara'lıkları olorıo'k yuzılırsa;

v - min

.!'

}} ailxi ~ v
i. == J

n

}} aioXi> v
i = i

i = i

FARUK ALPASLAN

v = min

.j = i

(2.4,4). Bu üstünlük A mn ücüncü saf stl'at~itsindedir. Bu durumda
ücünoü st-rateji matrix'ten crkarılmolıdır.

Yukarıdaki ifadeler tşığında doğrusal proğramlamada'ki (mxn)
oyunlarının cözümünü yapmaya çalışalım.

Maximize zo = V olduğunda, işleme temelolarak;

Xı + Xı = ........ x", = 1
Xi~ O, i = 1, 2 m

dir doğrusaıı proğremlnımada yukarıdaiki ifodel·er cekilip yerlerine ko
nulursa;

yazılır.

Acıkca bu durum v oyununun değerini tanımlar. Doğrusal proğram

lama formülasyonu -bütün (n + 1) şartlarını v ile bölerek kısal.tmak



(45) Toho, A. Homdv. Operotions reseorch on introduction, Mocmillin corpponv·

New York 1968 B. 184

0.11 x,iv + aa ~/\L + ..: '.' + Ornl Xrn/V~ 1

0 12 Xıiv + az:! Xı/V + Arnı Xm/V~ 1

OYUN TEORİsİ

j = ,

n

yi ~'O li = 1, 2 n)

n

i =,

n

i = i

min {max (

Yı + yı + + Ya

aH Xı + 0 21 Xı + + arnı Xm ~ 1

012 Xı + a22 Xı + + arn2 xrn~1

aıD Xl + 020 X2 + + amnxm~ 1

X, ~ O. Xı~O Xm~O

a In XliV + a ın Xı/V + + Omn Xrn/V~ 1

xjv + Xı/V + +amn Xm/V = -amn (x mlv)2
= Xm/V = 1/v

Xi =xJv (i = 1. 2 m verilsin) Böylece,

max v = min 1/v =' min {Xı + + Xm }

Xo = Xı + X2 + + Xm

matrix olarak.

yan şartlara. bağlı olamk;

Simplex metodu kullanmak sureUyle optimal çozum sağlandıktan

sonra, dönüşüm 1or:müllerinden orijinaloptimal değerler toyin edile
bilir. Oyuncu B ni,n problemi diğer taraftun;

80

suretiy~e işler. Bu bölme netıicesinde v>o dan büyük olduğu sürece
optıimatitıe sağlanır. Aksi tO'kUrde eğ'er V<O ise. oyunun değeri opti
·mal değildir. Optnmal cözüm elde ed,ildrkten sonra oyunun gerçek de
ğeri K cıkarıldıktan sonra elde edilir. Böylece v>o kabul edildiğinde

yuka rıdo'J<li şartlar doğacoktır. (45)



maximum değer -3 dür, Oyunun değerinin negatif veya sıftr olması

mümkündür.

Yukarıdaki mantık ç~rcevesj içerıiısinde B n~n -dQğrusal proğramlama

da,ki fonksiyonel değerleri,

Böylece sabit bir k enazından negatif maximum değ'ere eşit olan
matrix'in bGtün unsurlarına ilave edHir. Bu demektirki k ~ 3 dür.
k = 2 ise, yukarıdaıki matrix'i şu hale gelir.

B

81

k=5

sıra minimum

-3

-3 A

-4

A

333

Xi yı Y2 Ys i:-
Xı 5 1 -1

.._--- Axz -1 ~J -1._-_._-
x s i-2.. 12 5

~"i yı Y2 Ya

xı 3 -1 -3
---_._~ .._.-

x2 -3 3 -1
~~.._._-

Xa -4 -3 3 i

ı::

o
(5
~

E
::ı

E
'xo
E

Xi Yı yz Ys

Xı 8 4 2_.. .. .-. x:; 2 8 4
.~-

xs 1 2 8

FARUK ALPASLAN

Bu doğrusof proğr<ımlomOOa aşağıdaki gibi yerinekonulursa;

maximize ya = yı + YZ + H' , + YD y.an şartlarla

aıı Yı + a ı2 Y z + + a'ıD YD~1 Yı~O

an Yı + a22 Y z + , + aZn YD~1 Yz~O

B

arnı Yı + mz Yz + amn YD~1 ki,
Yı) = 1lv Yj = y/v (i = 1, 2 ...... n)

Aşağıdaki (3x3) oyununu düşünelim,

B



Ödemeler tablosunda tepe noktası yoktur, Yani mi'nimu'ffi sıra =

Bu problem için verilen son optimal tablo aşağıdaki gibidir:

A için optimal stratejileri yu1karıda i'kili çözümlerle bulunur. Bunu ve
ren değerlıer:

-xo= Yo = 45/196 Xı = 5/49, x~ = 11/196, xa = 1/14 Z!ira.
Xı ~ xı/xo 20/45
Xı = x2/XO 11/45
Xs = xs/xo 14/45 yazılarbiUr.

Örnek:

Ödemeler matrix'i;

olsun.

A

OYUN TEORİs1

r----_-s _ -~-- 2 =-i!
284L--- ---- --
1 2 8 i

_.~ ..."-- -- ----

~\ ii
-----1

i 2 5
_. _~.-"'_"_J ""' _

\i 3 1
III '0 ----3-------1

B

maximriz'e Yo = Yı + Yı + Ya
yan şartlara baQIı olarak.
8Yı + 4Yı + 2y:;< 1
2Yı + 8Y2 + 4Y3< 1
Yı + 2Yı + 8Ya<1

Yı~O., Y2~O, Y"~O

temel Yo Yı Yı Ya Sı S2 S3 çözüm

Yo 1 O O O 5/49 11/196 1/14 45/196

Yı O 1 O O 1/7 -1/14 O 1/14

Yı O O 1 O -3/98 3/196 ~1/14 11/196

Ya O O O 1 -1/98 -3/98 1/7 5/49

Böyl'e,ce orijinal problem için

v* = 1/Yo -ık = 196/45 - 5 = -29/45
Y\ =yı!Yo 1/14: 45/196 = 14/45

Y\ =Yz/Yo = 11/196:45/196 = 11/45
Y*a = Ya/Yo = 5/49; 45/196 = 20/45

82



i Xı~O. X2~O. X3~O ve
ii Xl + Xz + xa = 1

B nin farklı iki stroteioj,siıne paralel oJamk A nın umut edilen ka;za:nç
lan;

maximum -kolon. eşitliğini sağlıyan sıranın en kücük değerine karşın

sütunun enbüyük kore değeri işaret edilmemiştir.

O halde ko'rma st'rateji vardır. A nın oyunfon xı. x2 • X-3 olsun. Ş·:m

di oyuncu A nın en iyi karma stratei~sini ta'Yin edelim.

Modelin kurulması:

l/E yerine E' dersek,

xı/E O yerine x 1 /E x

x2/E = O yerine x2/E Y

xa E = O yerine xjE - z yazalım. Bu halde A nın eşitlik /ıalin-

de değeri;

m~n E' = x + y + z

x~O. y~O. z~O

2x + 3y + O. z:;:: 1

5x + 1y + 3z:;::1

83FARUK ALPASLAN

2xı + 3x2 + O.X::

5x1 + 1.x2 + 3x,~ şeklini ola-caıktır.

Bu iki kazanctan kücük olanını veya ikisinin de eşit olanını alarak
orto'k değeri (E) ile göster,elim. Yu·karıda1ki denklemler:

2x1 + 3X2~E

5x ı + x2 + 3x(J:;::E şeklinde yozılacoktır. E:;::O dk. Çünkü bütün
kare değerleri Xij ~ O dır. Fakat mat~ix'te negatif değerler varsa, yu
karıdaki teorik ifade altında kare değerlerini positif kılmak icin Xij

değerlerine sa'bit ,k saıyısı Have etmek g,erekecekHr.

xı/E~O. x2/E:;::O, x(J/E~O i

xJE + x2/E + xg/E = 1/E ii

2(xJE) + 3(x2 /E) + O(xa/E) ~1 III

Oyuncu A (Xı. x2 • Xa) korma strate,iisini E yi maximum kılacak şe

kilde seçeceıktir.

xı/E + x2/ç + Xg/E = 1/E eşitliğbnde 1/E yi maximum kılmaık

mümkündür.



Amac: maximum m, dir.

Bu model belirlendikten sonra simplex metotla cözüm tekniğini yürüt
mek kolaydır. Şimdi B nı'Tl problemini gözönüne aloral!< modeli Kur
maya ca'lışolım,

Yı~O, y~~O

yı + y2 = 1

A nın Xi. X2, x~ stratejilerini tek tek oynadığını versayarak her Ax stra
tejisrne kaTşın B nin karma stratejile'riyle yapacağı ödemeler;

2Yı + 5Y2

3Yı + 1Y2
O,Yı + 3Y2 şeklini alır.

Bunarın en büyüğünü veya hepsinin eşit olması halinde, bu orta'k
değeri E" ile gösterelim. B nin gayesi ôd'emelerini minimum yapmak
ve bu öz'el 'durumda ise, E" den dıa;hokücük yapmaık okıcaktır,

OYUN TEORIBI84

2Yı +5Y2~E"

3Yı + y2~ E"

O.1Yı + 3Y2~E" yeni hali -He modeL,

Yı/E"~O, Y2/E"~O

yı/E" + Y2/E" = 1/E"

2(Yı/E") + 5(Y2/E"} ~ 1

3(YJE") + (Y2/E") ~ 1
O(yJE") + 3(yjE") ~ 1

Yı/E" = U Y2/E" = v l/E" - E"ı u~O v~O olsun.

2u + 5v~1

3u + lv~ 1

O.u+3v~1

maximum E"ı = u + v

O halde bu modelde simplex t'e1kniğ"iyle çö2JülebHir. Sfmplex te'kniğr!\

temel esaslarındon biri olarak eşitsizl1j1kler'i eşitli,k haline getıirrnelo..

icin a.. ~. (f gibi ÜC izafi değişken ilave etmek Qerekir. O halde;

u ~O, v~O. Ct~O. ~~O. O'"~O dır.

2u + 511 +a. = 1
3u + 1v + ~ = 1
O.u + 3v _ " + 111 ""... = 1
-u + v + m = O



1

1 .. - = 2/3 kôr
3

birinci tablodon

u = 2a. + 3(1 + O ~ = -1/3 u - 2/3a.
v = 5(J. + 1~ + 3cr v = 13/3a. + 1/3 u + 3~

ve v nin Ilgili k.atsoyılannı aşoğıdGkl tabloya koyorso·k;

O O O 1 1 pr

(J. ~ rf U V pr
---I

O.(J. 1 2/3 O O 13/31/3

1. ~ O 1/3 O . 1 1/3 1/3
--~_.

O. a O O 1 O 3 1
---,---...... --------- -------' ---

-(13/3).0
-(1/3).1
-(3) .0
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1

pr
1
v

1
u

oo O
(J. (1

-- -----'----_.-..._-
1 O O 2 5

,-----_ .. -------

i O 1 O 3 -1 1I--o .~_--·__O_- 1 -0-====3====_1_....__,

2.0
3.0
0.0

Yukondaki denklem değe(lerıini tablo halinde gösterelim.

FARUK ALPASLAN

Tb. i

1 - 0= 1
u ve v nin birer üniteleri (1) lik bir kar sağlamaktadır.

Örneğin; (4) str'O-tejiy·e dahil edilısin. Şimdi nekadar (4)- kullana-
bHeceğimizi tesbit ade·lim.

(J. ya göre 1/2
B ya göre 1/3
rf ya göre tohdıa yok,

o ha,lde 1/3 Ü 'kullanırız. Bu halde Y<!'ni tabı'Ü için g·ereklii hesaplama
lar,

a. nın : 1/3.2 = 2/3 geriye 1/3 ü kalır.

B nın: 1/3.3 = 1 tamamı a·lını·r ve ku ikı nı lu. rf don hiç alınmaz.

Yeni tablodaki dönüşüm ·katsayılarını bulursaık.



Yeni katsayılar,

yine; u 2.a + 3rı + O. o' ....e
v = 5& + 1rı + 3 <r den

-1/13 u + 3113 v + 9/13:1 ve
= 15/13 u - 2/13 v + 6/130' bulunur.

YlJıkarıdaki ifadeleri içeren tablo :.

o halde 1/3 v jtha'l edebil'~riz. Şimdi yen'j tabloyu tanzim edelim,

v~ 1/3 ithal'i halinde 1/3.13/3 = 1/3a nın heps,j çıkar.

u~ 1/3 -1/13.1/3 = 12/39 = 4/13 u 'kalır,

1-1/13.3 = lO/13

OYUN TEORtSl

1/3:13/3 = 1/13

1/3: 1/3 = 1

1 : 3 = 1/3

<ı. rı <r U V pr

v 3/13 -2/13 O O 1 1/13

-1/13 5/13 O 1 - O 4/13u

<r 9/13 6/13 1 O O 10/13·

a nın verdiği olanak

rı mn verdiği olonaık

<r mn verdiği olal1ak

kmıllık dnolizi :

<ı. : (3/13.1) - (1.1/13) = 1/13 zoraf 0-2/13
rı : (2/13).1) + (1.5/13) = 3/13 zarar 0-4/13

O halde v = 1/13. u = 4/13, IJ" = 10/13

Optimal stratejiyi tesbit edelim. Bu durumda.

max En = 1/13.1 + 4/13.1 = 5/13

Değişken dıeğişN~me hesaba ka1llırsa;

1/E' = E" E' ;:;;::: 1 :5/13 = 13/5

Yı/E' u Yı ~ 4/13 . 13/5 4/5

Y2/E' v Yı = l/13 . 13/5 1/5

Yeni tablonun tahhm ve alternatiflenin aranması:

Yukarıdakıj tablo ıŞığı altında hesapl<ıımolo.rı y{)palım;

v yi straıtejiye ithal etmek ıkarlı olmakoodır. Şhmdi ne kadar v it
hal edebileceğimiz; arraştımlım.
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Düalte prensibinin tatbiki ile cözümün bulunması :

Bu matrix'in sıralarını sütun, sütunlannı sıra: halinde yazmaik sureti
ile tronspoze edelim.

8'2

5/13-E

i ~ 1/13 3/13 -9/13 2/13 i x
-

5/13 -2/13 6/13 3/13 Y

4/13 1/13 10/13 5/13 E
. -

cı: ~ pr

u -1/13 5/13 4/13

v 3/13 -2/13 1/13

(f -9/13 .6/13 10/13

E 2/13 3/13 5/13

E = x + y + z - 0.'0" - O.w E

FARUK ALPASLAN

Bu matrix'in inverıS matrix'i bütün toblo_değelrerinin işaretlerinin de·
ğiştirilmesi sonucu elde edilmiştir.

Neticede;

x = 13, Y = 3/13, z = O bütün bu değerler yukarıdaıki denklem
Ierde yerine konulursa,

E = 13/5 . xı = 2/5. x2 = 3/5. xs = O bulunur.

-{

değerleri elde edilir. Sınır aralııkları ve model denklemleri;

x~O • y~O • z ~ O

2x + 3y + 0.z~1

5x + 1y + 3z ~ 1

model x + y + z = min E idi.

E = -f değişken değişimini yapalım. Böylece E yi minimum yapma

ya ve E yi de max mum yapmaya calışacağız.

E = -E nin probleme tatbiki simplex metotda daha koloydır. (J' vew
gibi iki izoti değişkenle de eşitsizHkleri eşitırk haline getirebiliriz.

2x + 3y + O.z-ıo- = 1

5x + 1Y + 3.z - w = 1



~i i Li III iV V
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Dominance (Üstünlük)

Örnek: i

A ii yi LV e teJicih eder ve IV ü oynamaz

B 'IV ü VII e tercih eder ve VII i oynamaz

III, IV den dha kötü olduğu için LI yi oynamaz

LL, i den daha i'yi -olduğu için i i oynamaz

II ve iV de V ve VI den daha kötü oldukları için oynamaz.

O halde A ise bu durumda i j oynamaz.

A ya maximumcu denir.

B ye minimumcu denir.

Matrix'in önce dominans kriteri ile bositleştirilir, sonra sıranın en kü

çüğü ve sütunun en bü'yüğü alınarak çözüm sağ·lanır. Ne varki yuka

nda verilen örnek dominans yoluyla çö~ülememektedir. Çün1kü;

B III IV olduğundan IV Ü oynamaz,

B III iV olduğundan ii yi oynamoz

A II IV olduğundan IV Ü oynamaz.

Örne:k 1'1

1----1--·-
9

i (4
'I-~'-ıı-c-r--1-'-
~--ı-ır-t 13
______1,---_-

LV \ 11(1



S ii ,S III ve Sü5 ' S ü6 kalır. O hal-de son domine edilmiş matrix;

FARUK ALPASLAN

B
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--

a1j 5 6

2 O 3

3 6 2

S LV > Svı S ü5 >5 ü4

S ü5 >S ü3

S ü5 >S ü1 S ü~ >S U3

S ü6 >S ü2

A

yatılobilir.

Dominans durumları yazılam'k toblo düzenlenirse;

S ii > S i
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