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Oz Asagidaki fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin perivodikligi ve davranislart incelenmistir.

X max{ L Y }y max{ 1 *n }
n+l = v, (" Yn+l T '
Xn-1 Xp-1 Yn-1 Yn-1

Baslangi¢ sartlar: pozitif reel sayilardir.
Anahtar Sozciikler: Fark Denklemi, Maksimum Operatorii, Yart Donmeler, Periyodiklik
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Abstract The behaviour and periodicity of the solutions of the following system of difference equations is
examined

X max{ L }'y max{ L }
n+l = — = nYni1= ,
Xn-1 Xn-1 Yn-1 Yna

where the initial conditions are positive real numbers.
Keywords Difference Equation, Maximum Operations, Semicycle, Periodicity
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SIMSEK, EROZ, } Maksimumlu fark denklem

sisteminin ¢oziimleri

GIRIS

Son zamanlarda, lineer olmayan fark denklemlerinin periyodikligi ile ilgili ilging c¢alismalar
yapilmaktadir. Ozellikle fark denklem sisteminin periyodikligi, pozitif ve negatif yar1 dénmeleri gibi
¢oziimlerin davranislart incelenmektedir. Birgok arastirmaci, son yillarda o6zellikle maksimumlu fark
denklemleri ve maksimumlu fark denklem sistemleri ile ilgili arastirma yapmuslardir. Ornegin [1-31].

Tamm 1 : Xng = T (X X g0 X)) n=0,1,2, ... i¢in (2)
X = (X, X) X .
fark denkleminde oluyorsa * ye denge noktasi denir.

Tamm 2 : X (2) denkleminin pozitif bir denge noktas1 olsun. (2) denkleminin bir {X” } ¢Ozlimiiniin bir

Xy X g yeeny X . . . C e .
2 Bm ) terimlerinin bir dizisinden olusur ve bunlarin hepsi X denge

pozitif yar1 donmesi
noktasmna esit veya biiyiik biitin terimlerdir. Oyle ki 120 ve Mm<co olur ve burada ya | =0 ya da

m<oo Ve X <XVX <X

m+1 e m-+1 dir

>0 e %4<X .o ya M=% yaqa

Tamm 3: X, (2) denkleminin negatif bir denge noktasi olsun. (2) denkleminin bir {X” } ¢Oziimiiniin bir

{X/ ) X, g 2o X

negatif yar1 dénmesi mJ terimlerinin bir dizisinden olusur ve bunlarin hepsi X denge

noktasindan  daha  kiigiik  terimlerdir. Oyle ki I>0vem<co oyr  ve burada ya

= > = > )
=0 yada I >0 we Xig ZX o M=00 yada m<oo e Xmaa Z X g

... X =X, . . . .
Tamm 4 : Eger {X”} dizisi igin ~ "™*P " ise, {X”} dizisi P periyotludur denir ve P bu sart1 saglayan
en kiiclik pozitif tam sayidir.

ANA SONUCLAR

X max{ 1 Yn }'y max{ 1 X }
n+l = - ' _(MYnu1 ™ ,
’ Xn-1 Xp-1 ’ Yn-1 Yna

Simdi (1) denkleminin pozitif denge noktasini bulalim.
X =max :,:;y:max =, =
X X YY) olur. Buradan

_ l _
yYy==Wwya y== —\2 —\2
y Y elde edilir. (X) =1we (y) =1 pulunur. Buradan da

x=1yve Y=1 qde edilir.

(1)

Lemma 1 : (1) denklemi 1Q1n 1< XO <y71<y0 <X71, 1< X0<y0 <X71<y711 1< X0<y0 <y71<Xil,

1<¥o<Xa<Xp<¥q 1<Yo<Xo<Xq<V¥q 1<V¥o<Xg<yy<Xq baslangic sartlarina gore, asagidaki
ifadeler dogrudur:

a) Xn ve Yn ¢ozlimleri i¢in her pozitif yar1 donme {i¢ terimden olusur.
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b) Xn ve Yn ¢ozlimleri i¢in her negatif yar1 donme iki terimden olusur.

C) Xn ve Y ¢ozlimleri i¢in iic uzunlugundaki her pozitif yar1 donmeyi iki uzunlugundaki negatif
yar1 donme takip eder.

d) Xn ve Yn cozlimleri i¢in iki uzunlugundaki her negatif yar1 donmeyi li¢ uzunlugundaki pozitif
yar1 donme takip eder.

1<X0<y71<y0<)(71 1<X0<y0<X71<y71 1<X0<y0<y71<xil 1<y0 <X71<X0<y71

Ispat:
1<¥o<Xp<Xa<¥q 1<Yo<Xo<Yyiq<Xq baslangi¢ sartlarina gore
Xlzmax{i’y_o}zy_o<)_( y1=maX{i,X—0}=X—o<;/
X1 Xa) Xa Ya Ya) Ya

{1 yl} {1 1} 1 - {1 xl} {1 1} 1 -
Xg =Maxq—,—=p=maxs—,—=—<X Yy =maxy—,—p=maxy—,—r=—=<Y
Xo Xo Xo Y Xp Yo Yo Yo Xa Yo

xszmax{i,y_z}:max E,X__Zl :E>)_( y3:max{ilx_2}:max ;1,)/__21 :E>§/
X1 X Yo y§ Yo Y1 Y1 X0 X X0

— 1 X —
X4 =max{—,&}=max{xo,y1}—y1 > X Y4 =max{—,—3}=max{yo,x1}—x 1>y
Xo Xo Y2 Y2
x5=max{i,y— =max{y—°,yo}—y0 > X y5=max{i,x—4}=max X—O,x0}=x0 >y
X3 X3 -1 Y3 Y3 -1

elde edilir.
X| <X Xp<X Xg>X Xg>X Xg>X Xg <X X, <X Xg>X Xg>X Xjg>X

X1 coziimleri NNNPPPNNPPP. .. seklindedir.

buradan da goriildiigii gibi
Yi<Y Y2<Y ¥Y3>Y VYa>¥ VY5>Y VYe<Y Y7<Y Yg>¥ VYo>¥ VYio>Yy

buradan da goriildiigii gibi Ya cozlimleri NNPPPNNPPP... seklindedir.
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Xy ve Ya ¢ozlimleri i¢in her pozitif yart donmenin ii¢ terimden olustugu goriilmektedir.

Xy ve Ya ¢ozlimleri i¢in her negatif yart donmenin iki terimden olustugu goriilmektedir.

Ug uzunlugundaki her pozitif yar1 dénmeyi iki uzunlugundaki negatif yar1 dénmenin takip ettigi Xn ve
Ya coziimlerinden goriilmektedir.

Iki uzunlugundaki her negatif yar1 dénmeyi {i¢ uzunlugundaki pozitif yar1 dénmenin takip ettigi Xn ve

Ya coziimlerinden goriilmektedir.
Boylece Lemmanin ispat1 gosterilmistir.

Lemma 2 - (1) denklemi lgln 1<X71<X0<y71<y01 1<X71<X0<y0<y711 1<X71<y0<X0<y711
l<Xg<xg<ya<Yo 1<Xo<Xyq<Yo<Yq 1<Xo<Yq<Xq<Yo baslangi¢ sartlarina gore, asagidaki
ifadeler dogrudur:

X

a) N=22icin “n ve tiim Yn ¢oziimlerinde her pozitif yar1 donme iki ve dort terimden olusur.

b) Xo ve Yn ¢ozlimleri i¢in her negatif yar1 donme iki terimden olusur.

c) N=2i¢gin Xn ve tiim Yn ¢oziimleri i¢in iki veya dort uzunlugundaki her pozitif yart donmeyi iki
uzunlugundaki negatif yar1 donme takip eder.

d) Xn ve Yn ¢oziimleri i¢in iki uzunlugundaki her negatif yar1 donmeyi iki veya doért uzunlugundaki
pozitif yar1 donme takip eder.

Ispat: Lemma 2 nin ispati Lemma 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Lemma 3 (1) denkleml 191n 1< X71<y71<XO<yO, 1< X71<y71<y0<)(0, 1< X71<y0<y71<)(0'

1<yq<Xa<Xo<Yo 1<¥q<Xq<Yo<Xo I<yyq<Xo<xy<Yo baslangi¢ sartlarma gore, asagidaki

ifadeler dogrudur:

X

a) N=2icin "n ve Yn coztimlerinde her pozitif yar1 donme ii¢ terimden olusur.

b) Xo ve Yn cozlimleri i¢in her negatif yar1 donme iki terimden olusur.

c) N=22jcin Xn ve Y cozlimleri i¢in li¢ uzunlugundaki her pozitif yar1 donmeyi iki uzunlugundaki

negatif yar1 donme takip eder.
d) Xn ve Yn cOzlimleri i¢in iki uzunlugundaki her negatif yar1 donmeyi ii¢c uzunlugundaki pozitif
yar1 donme takip eder.

Ispat: Lemma 3 iin ispat: Lemma 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Lemma 4 : (1) denklemi 1(;11'1 1< Yo <X <Y1 <Xp , 1< Yo <Y1 <X;< XO1 1< Yo <Y1 <Xg < Xfl,
L<ya<Xo<Yo<Xq 1<¥q<Yo<Xy<Xo l<yyq<yo<Xo<xy baslangi¢ sartlarma gore, asagidaki
ifadeler dogrudur:

a) Xnve n=2 igin Yn cozlimlerinde her pozitif yar1 donme iki veya dort terimden olusur.

b) Xn ve Yn ¢ozlimleri i¢in her negatif yar1 donme iki terimden olusur.
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c) Xn ve n>2 icin Yn cozlimleri i¢in iki veya dort uzunlugundaki her pozitif yar1 donmeyi iki
uzunlugundaki negatif yar1 donme takip eder.

d) Xn ve Yn coziimleri i¢in iki uzunlugundaki her negatif yar1 donmeyi iki veya dort uzunlugundaki
pozitif yar1 donme takip eder.

Ispat: Lemma 4 iin ispat: Lemma 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Lemma 5 : (1) denklemi i¢in O ile 1 agik araliindaki tiim baslangi¢ sartlarma gore, asagidaki ifadeler
dogrudur:

a) Xnve Yn ¢ozlimleri igin her pozitif yar1 donme ii¢ terimden olusur.
b) Xn ve Yn ¢ozlimleri i¢in her negatif yar1 donme iki terimden olusur.

c) Xn ve Yn ¢oziimleri i¢in ii¢ uzunlugundaki her pozitif yart donmeyi iki uzunlugundaki negatif
yar1 donme takip eder.

d) Xn ve Yn ¢ozlimleri igin iki uzunlugundaki her negatif yar1 ddnmeyi ii¢ uzunlugundaki pozitif
yar1 donme takip eder.

Ispat: Lemma 5 in ispat1 Lemma 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 1 : (1) denkleminin  *ni¥n)  cogimleri 1<X0 <Y1 <Yo<Xa 1<Xo<Yo<Xg<yg
1<X0<y0<y71<xil, 1<y0 <X71<X0<y71 , 1<y0 <X0<Xfl<yfl, 1<y0 <X0<y71<X71 baslangl(;
sartlarina gore asagidaki sekilde ve 10 periyotludur:

y 1 X X _
x(n)_{ 0=y iy — Y1 X_1; Xo }
X1 Xo Yo Y1 Yo Xo
1 _ 1 x_
y(n) { 0. 2 YAy g 20 2 Ky ey }
Y Yo Xo X1 Xo Yo

Ispat: Bu teoremin ispatini n nin degerleri i¢in gosterelim.

xl:max{L,V_O}zy_o ylzmax{L,X_O}zx_o

X4 X)) X4 Ya Ya -1
{ yl} {1 1} 1 {1 xl} {1 1} 1
Xo =mMmax{y—, =max{—,—p=— Yo =max{—,—¢t=maxy—,—=—
X0 Xp Xo Y1 X0 Yo Yo Yo X Yo
xs:max{_,V_Z}_max Xa Xl X ygzmax{i,x_z}:max Ya yal_Ya
X1 X 0 Y Yo Yi N Xo Xg X0
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{1 ye} {1 1} 1 {1 xe} {1 1} 1
X7 =maxq—,—=pr=max{—,— =— y7 =maxq—,—f=max{—,— r=—
X5 Xg Yo X1 Yo Y5 Y5 Xo Ya X0
X8_max{i'y_7}:max ;1,y_;|- :;l yszmax{i,x_?}:max E,X_;l :E
Xg Xe X0 X X0 Yo Ye 0 Yo Yo
1 1 X
T T
X7 X7 y7 y7
X10 = max{i—g} = max{x_o, Xo} =Xp Yi0 = max{iX_g} = max{)’_o’ yo}= Yo
Xg Xg Y Ys Vs X1

yY-1: Yo ; ; )
X—l Xo YO Ya Yo Xo
1y, Yo .1 X4
y(n) { O, T X Xg — i — i — Y1, Yo }
Y1 Yo Xo X1 Xo Yo

¢oziimlerinin 10 periyotlu oldugu gdsterilmis olur.

Teorem 2 : (1) denkleminin Xn:¥n)  cozimleri 1<Xa<Xo <Y1 <Yo 1<X1<Xo<Yo<Vu

1<X71<y0<)(0<y71, 1<XO <X71<y71<y0 , 1<XO <X71<y0<y71,1<)(0<y71<X71<y0 baslangl(;

sartlarina gore asagidaki sekilde ve 10 periyotludur:

X1 Xp Yo Y1 X X

Xo . 1 .y, Yo .l X4
y(n)={—'— X Xos T i Y5 Yoi -

Y1 Xa X X1 Xo Yo

Ispat: Teorem 2 nin ispat: Teorem 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3 : (1) denkleminin  ¥niYn)  coziimleri 1<Xa<Ya<Xo<Yo 1<Xq<y1<Yo<Xo,

1<X71<y0<y71<)(0’ 1< y71<X71<X0<yO , 1< y71<X71<y0<XO,1< y71<X0<X71<yO baslanglg
sartlarina gore asagidaki sekilde ve 10 periyotludur:
1 X_ X 1 -
x(n) = { iy gy L 2 LY D OF }
X1 Ya Yo Y1 Xa Xo
1 ya Yo . 1
y(n) = { T ,x,l,xo,_-_’_,y1 Yo }
ya X1 Xo X1 Ya Yo
Ispat: Teorem 3 iin ispat1 Teorem 1 in ispatma benzer sekilde yapilir.
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Teorem 4 : (1) denkleminin Xn:¥n)  cozimleri 1<Yo<Xa<ya<Xo 1<¥o<Ya<Xi<Xo

l<y0<y71<X0 <X71’ 1<y71<X0<y0 <X , l<y71<y0 <X71<XO’1<y71<y0 <Xp <X baslanglg

sartlarina gore asagidaki sekilde ve 10 periyotludur:

1 x_ X 1 y_
x(n) = { Ry Yo = X X }
X1 Y1 Yo Y1 Yo Xo

1.y, Yo . 1 X4
y(n) = T X X —,y Yor e
{y 1 Yo Xo b0y 1 Y1 Yo o }

Ispat: Teorem 4 {in ispat1 Teorem 1 in ispatma benzer sekilde yapilir.

Teorem 5 : (1) denkleminin (Xn3Yn) ¢oziimleri 0 ile 1 acgik araligindaki tiim baslangi¢ sartlarina gore
asagidaki sekilde ve 10 periyotludur:

1 11 1 1

x(n) = — Y Yo i X5 Xgs
X4 -1 y %o Yo Y1 XaYo Xp
11 1. 1 1 1

y(n): 9 1_!X711X01_ 1y 1> yO! e
Y1 XaYo Xo X1 YaXo YO

Ispat: Teorem 5 in ispat1 Teorem 1 in ispatina benzer sekilde yapilir.

ORNEKLER

ORNEK 1: Baslangi¢ sartlar1 Lemma 1 ve Teorem 1 dekine uygun bir sekilde secilirse

x[-1]1=5; x[0] = 2; y[-1]=3; y[0] = 4

x(n)={0.8, 0.5, 1.25, 3, 4, 0.666667, 0.25, 1.5, 5, 2, 0.8, 0.5, 1.25, 3, 4, 0.666667, 0.25, 1.5, 5, 2, ...}
y(n)= {0.666667, 0.25, 1.5, 5,2, 0.8, 0.5, 1.25, 3, 4, 0.666667, 0.25, 1.5,5, 2, 0.8, 0.5, 1.25, 3,4, ...}
coziimleri elde edilir ve ¢ozlimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.
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XN,

1 1 1 1 1 n
i 5 10 15 20
11t
Sekil 1. x(n) ¢ozlimlerinin grafigi.
y.n.
5L
‘“
3
2
| I
yi 4 V V L\/ \/ L
L L 1 L L L L 1 1 1 n
i 5 10 15 20
1)

Sekil 2. y(n) ¢6ziimlerinin grafigi.

ORNEK 2: Baslangi¢ sartlart Lemma 2 ve Teorem 2 dekine uygun bir sekilde segilirse

*[-11=2; [0] = 3; y[-1] = 4; y[0] = 5

x(n) = {2.5, 0.333333, 0.4, 4, 5, 0.75, 0.5, 1.33333, 2, 3, 2.5, 0.333333, 0.4, 4, 5, 0.75, 0.5, 1.33333, 2, 3,
.}
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y(n) = {0.75, 0.5, 1.33333, 2, 3, 2.5, 0.333333, 0.4, 4, 5, 0.75, 0.5, 1.33333, 2, 3, 2.5, 0.333333, 0.4, 4, 5,
}

cozlimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

xn,
St
‘“
31
A W A W B
1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
; 5 10 15 20
11f
Sekil 3. x(n) ¢ozlimlerinin grafigi.
yin.
ot
“
3
| /\ /\
[ 1’

T Y D
1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
; 5 10 15 20

L1F

Sekil 4 y(n) ¢oziimlerinin grafigi.

ORNEK 3: Baslangi¢ sartlart Lemma 3 ve Teorem 3 dekine uygun bir sekilde segilirse

x[~1]=2; x[0] =4; y[-1] = 3; y[0] =5

x(n)={2.5, 0.333333, 0.4, 3, 5, 1.33333, 0.5, 0.75, 2, 4, 2.5, 0.333333, 0.4, 3, 5, 1.33333, 0.5, 0.75, 2, 4,
..
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y(n)={ 1.33333, 0.5, 0.75, 2, 4, 2.5, 0.333333, 0.4, 3, 5, 1.33333, 0.5, 0.75, 2, 4, 2.5, 0.333333, 0.4, 3, 5,
e}
cozlimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.

Xn,

AL

X 1 U 3 U 3

L L L L L L n
i 5 10 5 20
L1f
Sekil 5. x(n) ¢dziimlerinin grafigi.
y.n.
S5t
4r
3]
) /\ /\
|-
TS LN U
n | n n n n L n n n n L n n n n L n n n n L n n
i 5 10 15 20
L1t

Sekil 6. y(n) ¢oziimlerinin grafigi.

ORNEK 4: Baslangic sartlari Lemma 4 ve Teorem 4 dekine uygun bir sekilde segilirse

x[-11=3; x[0] = 5; y[~1] = 4; y[0]=2

x(n)= {0.666667, 0.25, 1.5, 4, 2, 1.25, 0.5, 0.8, 3, 5, 0.666667, 0.25, 1.5, 4, 2, 1.25,0.5, 0.8, 3, 5, ...}
y(n)= {1.25, 0.5, 0.8, 3, 5, 0.666667, 0.25, 1.5, 4, 2, 1.25, 0.5, 0.8, 3, 5, 0.666667, 0.25, 1.5, 4, 2, ...}
coziimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.
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S

1 1 1 1 n
i 5 10 15 20
11}
Sekil 7. x(n) ¢dzlimlerinin grafigi
y.n.
St
‘
3
20
TV Y
L L [ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L n
5 10 15 20
11t

Sekil 8. y(n) ¢oziimlerinin grafigi.

ORNEK 5: Baslangi¢ sartlart Lemma 5 ve Teorem 5 dekine uygun bir sekilde segilirse

x[—1]1=0.3; x[0] = 0.5; y[-1]=0.4; y[0] = 0.2

x(n)={3.33333, 5, 5,04, 0.2, 2.5, 16.6667, 2, 0.3, 0.5, 3.33333, 5, 5, 0.4, 0.2, 2.5, 16.6667, 2,0.3, 0.5, ...}
y(n)= {2.5, 16.6667, 2, 0.3, 0.5, 3.33333, 5, 5, 0.4, 0.2, 2.5, 16.6667, 2, 0.3, 0.5, 3.33333, 5, 5, 0.4, 0.2,

cozlimleri elde edilir ve ¢oziimlerin grafikleri asagida gosterilmistir.
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xn]
15+
10 -
5L
5 10 15 20
Sekil 9. x(n) ¢dzlimlerinin grafigi
y.n,
15+
10+
L
1 5 10 15 20
Sekil 10. y(n) ¢oziimlerinin grafigi.
TARTISMA VE SONUC

X1:%0:Y-1:Y0 paglangic sartlart sifirdan farkli pozitif reel sayilar olmak iizere,

1 1 X
ax{ A}; ax{ :

Xn1 X1 Yn1 y”‘l} maksimumlu  fark denklem  sisteminin
¢ozlimlerinin davraniglari incelenmistir. Bu fark denklem sisteminde katsayilar1 degistirilerek yeni
maksimumlu fark denklem sistemleri olusturulabilir. Olusturulacak yeni maksimumlu fark denklem
sisteminin ¢6ziim davraniglari incelenebilir.

Bu c¢alismada,
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