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Ozetce— Bu calismada bipartite aglar iizerinde modellenebilen tiim aglardaki maksimum akis probleminin
¢oziimil gergeklestirilmistir. Maksimum akig(flow) problemi bir ag tizerindeki kaynak(source) ve hedef(sink)
diigtimleri arasinda ulasilan maksimum akis kapasitesini ifade etmektedir. Maksimum akis probleminin ¢6ziimii
icin farkli yaklagim tiirleri mevcuttur. Bu popiiler yontemlerden bir tanesi eslestirme(matching) yontemleridir. Bu
calismada Ozgiin bir yaklagim ile bipartite ¢izge tiirlerine yonelik maksimum akis degerleri hesaplanmasi
hedeflenmistir. Coziim igin bipartite ¢izgelerde optimum matching sonuglarini veren Malatya Matching
algoritmasi(MMA) kullamlmistir. Bu ¢alismada Erdos Renyi model ile iiretilen agirliksiz rastgele bipartite
cizgelerde uygulama gerceklestirilmis ve optimum sonuglara ulagilmistir. Algoritmanin uygulanmasi ve aglarin
tasarlanmasinda R programlama dili ve igraph kiitiiphanesi kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler : Maksimum Bipartite Eslestirme, Maksimum Akis, Malatya Eslestirme Algoritmasi

Abstract— In this study, the solution of the maximum flow problem in all networks that can be modeled on
bipartite graphs has been realized. The maximum flow problem refers to the maximum flow capacity reached
between the source and sink nodes on a network. There are different types of approaches for solving the maximum
flow problem. One of the popular methods is the matching approach. This study aims to calculate the maximum
flow values for bipartite graph types with an original approach. For the solution, the Malatya Matching Algorithm
(MMA), which gives optimum matching results in bipartite graphs, has been used. In this study, applications have
been carried out on unweighted random bipartite graphs produced with the Erdos Renyi model, and optimum
results have been achieved. The R programming language and the igraph library have been used in the
implementation of the algorithm and the design of the networks.

Keywords : Maximum Bipartite Matching, Maximum Flow, Malatya Matching Algorithm

1. Giris

Maksimum akis problemi ¢izge teorisinin 6dnemli problemleri arasindadir. Literatiirde herhangi bir ¢izgedeki
optimum akis degerlerinin tespit edilmesi NP-Complete problem tiirii olarak tanimlanmistir. Ozel cizgelerde ise
¢Oziime polinomal zamanlarda ulasilabilmektedir. Bu 6zel ¢izgeler arasinda ilk siralarda bipartite cizgeler
gosterilebilir. Bipartite ¢izge yapisina sahip aglarda maksimum flow probleminin ¢dziimii igin bipartite matching
yontemleri yogun olarak tercih edilmektedir. Bu ¢6ziim yontemi literatiirde kabul goren etkili bir yaklagimdir. Bu
calismada literatiirde yeni olan etkili bir matching algoritmasi olan Malatya Matching algoritmasi(MMA)
kullanilmistir. MMA Dbipartite ¢izge tiirlerinde optimum eslestirme sonuglarini iireten bir algoritmadir. Bu
¢alismada MMA nin maksimum akis sonuglarini iiretmedeki basaris1 aragtirilmistir. Erdos Renyi model ile iiretilen
¢ok sayida rastgele birpartite ag tizerinde testler gergeklestirilmistir.

Maksimum akis problemi literatiirde ¢ok farkli alanlarda islenmis ve gercek diinya problemlerine ¢6ziim
dretmistir. Bipartite eslestirme yaklagimi ile Maksimum akis probleminin ¢oziimiine dair bir ¢ok calisma
mevcuttur. Literatiirdeki ¢alismalar maksimum akis ve bipartite eslestirme bagliklar1 altinda bagimsiz olarak
Ozetlenmistir.
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Ozellikle ulasim agindaki maksimum akis degerinin belirlenmesi[1], maksimum giivenli akisin saglanacagi hiz
oranlarinin belirlenmesi[2] {izerine yapilan ¢aligmalar oldukga popiilerdir. Ayrica ulasim aginda kesintilere neden
olacak darbogaz noktalarinin tespit edilmesi i¢in gelistirilen etkili yontemler mevcuttur [3,4]. Gergek kentlere ait
ulagim aglari tasarlanarak darbogaz noktalarinin tespit edilmesi ile seyahat hiz verileri[5], tikaniklik maliyeti[6]
ve PMFA[7] ile hava kirliliginin tespit edilmesi gibi analizler ger¢eklestirilmistir. Maksimum akis yiiksek 6l¢ekli
aglarda trafik sikigikligimmin 6nemini vurgulamak i¢in[8] ve trafik tasima kapasitesiyle sinyal zamanlama
parametreleri arasinda iligki kurmak igin kullanilmistir [9]. Yolcu tagimaciligi agi iizerinde kapasite esnekligi
belirlenerek bireylerin rota segimine sahip olmalarina imkan saglanmigtir [10]. Power networklerde her durum igin
agin arizalara karsi direngli davramig gosterdigi kritik kapasite degerleri belirlenmistir[11]. Elektrik iletim
hatlarindaki maksimum elektrik tagima kapasitelerinin tespiti i¢in Ford Fulkerson yontemini uygulanmstir [12].
Bir diger ¢alismada bilinen kenar kapasitesinde bir liretim akis ag1 verildiginde agm ulasabilecegi maksimum
iretim oraninin belirlenmesi amaglanmistir [13]. TDMA tabanli kablosuz aglarinda akis gecikme kontroliinii
desteklemek i¢in, iki agsamali baglanti zamanlamasi (2SLS) [14] ad1 verilen esnek bir bant genisligi tahsisi ve
koordinesiz zamanlama semasi onerilmistir. Dogalgaz boru hatt1 aginin tasima kapasitesinin kirtlganlik analizi[ 15]
gerceklestirilmis ve kapasite farkliliklari ¢izge teorisi perspektifi ile agiklanmistir [16]. Literatiirdeki bu ¢aligmalar
0zel olmayan gergek diinya problemleri gozetilerek olusturulan networklerde uygulanmistir. Bu g¢aligmada
kullanilan maximum akis yontemi ise bipartite ¢izgeler ile modellenen aglarda optimum sonuglari iiretmektedir.
Bipartite eslestirme ile ilgili ¢alismalar incelendiginde bir ¢ok problem tiiriine 6zgii kullanim senaryosu oldugu
goriilmektedir. 1ki parcali[17, 18, 19] gizgeler iizerinde gelistirilen ve &6zellikle gergek diinya problemlerinin
modellenmesinde kullanilan birgok eslestirme yontemi bulunmaktadir. ki parcali grafikler bashg: altinda
hiperkiip[20] ve dikdortgen[21] gizgelerde polinomal zamanda ¢6ziim iireten algoritmalar gelistirilmistir. Bipartite
esleme maksimum akis tespiti i¢in ger¢eklestirilen 6zgiin ¢alismalar bulunmaktadir[22,23]. Bu ¢alismalar bipartite
olarak tasarlanan ag yapilarinda maksimum akis degerlerinin basarili bir sekilde gerceklestigini gostermektedir.

Calismada kullanilan bipartite esleme yontemi iteratif ve robust ¢dziim sunan etkili bir yontemdir. Malatya
eslestirme algoritmasi, maksimum akis degerlerinin tespit edilmesi i¢in ilk defa bu ¢aligmada sunulmustur. Elde
edilen basarili sonuglar sayesinde literatiire 6nemli katki saglayacag: diisiiniilmektedir.

2. Materyal ve Metod

Calisma 3 temel asamada Ozetlenmistir. Sekil 1°de gosterildigi iizere Asama 1’de analizde kullanilacak
bipartite ag olusturulmaktadir ve Malatya Matching algoritmasinin uygulanacagi forma doniistiiriilmektedir.
Bipartite ¢izge bigraph olarak da adlandirilir. Bigraph ayni1 kiimede bitisik olmayacak sekilde, iki ayrik kiimeye
ayrilmig bir dizi digiim kiimesidir. Asama 2’de tasarlanan ag lizerinde Malatya eslestirme algoritmasi
uygulanmistir. MMA eslestirme siirecinde Malatya merkezlilik degerlerini kullanmaktadir. Malatya merkezlilik
yontemi diiglimler tizerinde uygulanmak {izere tasarlanmistir. Bu nedenle kenar eslestirmelerinde kullanabilmek
icin bipartite ¢izgenin bu agamada line ¢izgesi olusturulmaktadir. Daha sonrasinda olusturulan line ¢izge {izerinde
malatya merkezlilik algoritmasi uygulanarak kenar bagmtilarmin baskinlik degerleri hesaplanmaktadir. Elde
edilen degerler neticesinde Malatya eslestirme algoritmast bu asamada optimum maksimum eslemeyi
gerceklestirmektedir. Asama 3°de ise bipartite ag lizerindeki kenar eslemeleri tespit edilmistir. Elde edilen sonuglar
bipartite aglara 6zgii en uygun eslestirme sonuglarini ifade etmektedir. Bu noktadan kiyasla tespit edilen en uygun
bipartite eslestirme sonuglart ilgili ag i¢in maksimum akig agini temsil etmektedir.

Asama 1 Asama 2 Asama 3
Bipartite Cizge Malatya Eslestirme Algoritmasi Maksimum Akis

Sekil 1. Grafiksel 6zet
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2.1. Maksimum Akis

Maksimum akis probleminin amaci, verilen akis aginda tek bir kaynaktan tek bir hedefe maksimum akisi bulmaktir
[24]. Bu problem ¢izge teorisinde polinomsal zamanda ¢6zillemeyen NP-Complete problem tiirii olarak
tanimlanmaktadir [25]. Sekil 2 deki S vertex’i kaynak noktasini, T ile belirtilen vertex ise hedef nokta olan sink
noktasini ifade etmektedir. Cizge iizerindeki ayrit agirliklart ise ilgili kenar noktalarinin kapasite bilgilerini
vermektedir [34]. Cizgeden’de anlasildig: lizere verilen ¢izge yonlii bir ¢izgedir. Belirtilen yonler ¢izgedeki akisin
yoniinii temsil etmektedir. Ornek cizgede S diigiimiinden, T diigiimiine aktarilacak maksimum miktar1 bulabilmek

i¢in darbogaz noktalarinin tespit edilmesi 6nemlidir.
Kenar kapasitesi

O,
/ \3\
O " XN |" ©
Z?E‘.r.ce Sink diigiim
Ugim N 5
0—O0

Sekil 2. Maximum akis ag1

G=(V,E) yonlendirilmis bir ¢izgedir. E ¢izgedeki kenarlar1 ifade ederken V diigiimleri ifade etmektedir. Akis
agindaki her e kenar1, negatif olmayan bir say1 olan bir c, kapasitesine sahiptir. Ag ayrica s € V tek bir kaynak
diigiimii ve t € V tek bir sink digiimiinden olusmaktadir [26].

Her e € E i¢in, 0 < f(e) < c, dir.

s ve t digindaki her v diigiimil i¢in,[27]

Yeintovf(€) = Xeour orvf(€) 1)
Flow conservation: her v € V{s, t} diigiimiinde gelen akislar giden akislar ile dengelenir. Yani tiim v den gegen
akislar denklem 1 deki gibi sinirlandiriimalhidir [28].

(Zenenmplen)) = ps() + p,(v) =0 (2
Denklem 2’de N(v) c E, v’yi komsu diigimlere baglayan kenarlar kiimesidir. Maksimum akis problemi,
kaynaktan izin verilen en biiyiik akis miktarin1 bulmayi ¢alisir.

max

Ds ZvEV{s,t} ps(v) (3)
Denklem 3’de verildigi lizere e € E kenar lizerindeki bir p(e) akisi, karsilik gelen C(e) kapasitesine ulastiginda,
bu duruma doymus, aksi durumda doymamis denilmektedir [28].

2.2. Maksimum ve bipartite eslestirme

Agirliklandirilmamis ve yonlendirilmemis bir G=(V, E) i¢in, G ¢izgesindeki eslesen M kiimesi, higbiri dongii
icermeyen, bitigik olmayan kenar kiimesini temsil eder [29]. Bagka bir ifade ile, higbir kenarin ortak koselerle
kesisimi yoktur. Maksimum eslestirme, miimkiin olan en fazla sayida kenara sahip olmasidir [29]. Cizgede birden
fazla maksimum eslestirme olabilir. Bir G ¢izgesinin eslestirme sayisi, v(G), maksimum eslestirmenin boyutudur.
Eslestirme ile maksimum eslestirme arasindaki iliskiyi su sekilde ifade edebiliriz. M herhangi bir eslesen kiime ve
M' maksimum boyuttaki eslesen kiime olsun. Bu ifadelere gore M kiimesinin biiylikliigii eslesen [M| sayisindan
biiyiik veya ona esit olmalidir. M >= |[M'|. Eslestirmeyle ilgili bir diger 6nemli ifade ise milkemmel eglestirmedir.
Miikemmel eslestirme, ¢izgedeki tiim vertexlerin eslestirilmesi durumudur. Yani, ¢izgenin her kdsesi eslesmenin
bir kenariyla ¢akisiyorsa eslestirme mitkemmeldir. Eger |[E| = [V]/2 ise uyum mitkemmeldir [30].

iki pargali ¢izgedeki eslestirme, higbir iki kenarin bir diigiimii paylasmayaca@: sekilde segilen bir kenar kiimesidir.
Maksimum eslestirme, maksimum boyutun (maksimum kenar sayisi) eslestirilmesidir. Maksimum eglestirmede,
eger buna herhangi bir kenar eklenirse, bu artik bir eslestirme degildir. Belirli bir iki par¢ali ¢izge i¢in birden fazla
maksimum eslestirme olabilir.

2.3. Malatya eslestirme(matching) algoritmasi

Malatya eslestirme algoritmasi literatiire yeni kazandirilan malatya merkezlilik yontemini kullanan, tim ¢izge
tiirlerinde basarili eslestirme sonuglart iireten etkili bir yontemdir. Malatya merkezlilik algoritmasi diigiimlerin
baskinlik degerini tespit etmek i¢in gelistirilmistir [31]. Eslestirme islemleri ise kenar bazli gerceklestirildigi igin
malatya eslestirme algoritmasi gizgelerin line ¢izgesi lizerinden gergeklestirilmektedir. MMA algoritmasinin
matematiksel s6zde kodu Tablo 1’de verilmistir. MMA algoritmasinin en &zgiin tarafi kendine has 6zellikleri ile

104



gelistirilen malatya merkezlilik algoritmasidir. Bu yontem kendine 6zgii yaklagimiyla ¢izgedeki diiglimlerin
(vertex noktalarinin) baskinlik degerini hesaplar. Bir diigiimiin merkezilik degeri hesaplanirken, ilgili diigiimiin
derecesinin, komsu diigiimlerin derecesine orani belirlenir. Daha sonra elde edilen bu oransal degerler toplanarak
ilgili kosenin Malatya merkezlilik degeri hesaplanir. Malatya merkezilik algoritmasi literatiirde herhangi bir
¢izgedeki minimum kdge Ortiisiinii [32] ve maksimum bagimsiz kiime [33] iiyelerini belirlemek i¢in daha 6nce
kullanilmusti. Bir v; kosesinin Malatya merkezlilik degeri W (v;) sembolii ile gosterilir. Denklem 1 algoritmanin
formiiliini icermektedir. v;, i digiim noktasimi temsil ederken, N(v;) i diigiim noktasinin bitigik diigiimlerini
temsil eder. v; digiim noktasinin digiim derecesi d(v;) ile gosterilir. Algoritmanin sézde kodu asagida
gosterilmistir (Algoritma 1).

d(vy)

Y, (v;) = ZvijN(ui)m,l Si<|V|land1<i<|V]|i#]j 1)

Tablo 1. Malatya Eslestirme Algoritmasinin s6zde kodu

Maximum Egslestirme Algoritmasi(A, ¥;)

Giris: G bipartite ¢izgesinin komsuluk matrisi A dir. G = (V, E) Il G gizgesi
G = Line(Current Graph) G ¢izgesi mevcut ¢izgenin line ¢izgesini ifade etmektedir.
Output: Ving <V, Ving diigiim kiimesidir ve bagimsiz vertex kiimesinin ¢éziimiini belirtir.

Vind<_®
While E#d do
i1, ..., |V|

d(y)
Y (vy) = ZVUjeN(vi)Tv;)

Vina = Vina U {arg min(¥; (v;))}
V=V-{vi}, and E=E-V(vi, vj)eE
V=V-{ N(v))}, and E=E-V( N(v,), vj)eE
Output=Ving
MatchingSet = Edge(Outputig)

=

NGO A~ wDd

Bipartite ¢izgelerde maksimum eslestirme ve maksimum akis problemlerinin matematiksel ispatlar1 asagidaki
boliimde aciklamali olarak verilmistir.

Teorem : Tam iki pargali ¢izgeler i¢in dnerilen algoritma optimum ¢dziimleri bulmaktadir.
Kamt: Ispat igin herhangi bir birpartite ¢izgeden baslanabilir.

Adimm: G(V,E), V=V, UV,,V; NV, =@, m: alt vertex kiimesinin iiye sayisi, n: st vertex kiimesinin iiye
sayisi, V;: Alt kiime vertexleri, V,: Ust kiime vertexleri.

Vv, = m+n
2
Vv EVL,P() = on=
m m2
vy, €V, W(V) = —om = —

m > nigin

m2

—> % V; > V;, Maksimum bagimsiz kiime(MIS) sayisi en diisiik malatya merkezlilik
degerinden segilmektedir. MIS tiyesi bu durumda V; den secilmistir.
Komsu(V;) =V, = n;

v, - V; —n=m-1 (Grafik tam iki pargali oldugundan, silme isleminden sonra kalan diigiimler izole
edilmis diigiimlerdir.)

m—1 izole edilmis MIS’in diger iiyelerini temsil etmektedir.
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MIS = 1(ilk tiye) + m-1(izole vertex) = m

* Bu ispatin sonucunda tam iki parcali ¢izgelerde MIS kiimesi alt ve {ist kdse kiimelerinden daha biiyiik olan kiime
olarak ifade edilir. Alt ve iist kdse kiimeleri arasinda en az kdse sayisina sahip kiimeye kadar maksimum eglestirme
elde edilir. Baska bir deyisle eslesen say1, kiimedeki daha az kdseye sahip eleman sayisina esittir. Tam iki parcali
grafiklerde, MIS kiimesinin komsu kiimesi eslesen say1y1 verir.

Maksimum akis degeri = Eslesme sayisi= Komsu(m) = n
m < nigin

n2

2
LT r< V;, Maksimum bagimsiz kiime(MIS) sayist en diisiik malatya merkezlilik
m n'J
degerinden secilmektedir. MIS iiyesi bu durumda V; den secilmistir.
Komsu(V;) =V, =m;
V, - V; = m=n-1(Grafik tam iki par¢ali oldugundan, silme isleminden sonra kalan diigiimler izole
edilmis diigimlerdir.)
n—1 izole edilmis diigiim MIS’in diger iiyelerini temsil etmektedir.
MIS = 1(ilk tyeler) + n-1(izole vertexler) = n
Maksimum akis degeri = Eglesme sayis1 = Komsu(n) = m
form=n

n2

2
—= mT YV = ¥(V;), Bu durumda, eger ilk se¢im (V;) den ise, ¢dziim "m>n" deki gibidir,
eger (V;) denise , ¢oziim "m<n" oldugu gibidir.

Maksimum akis degeri = Eslesme sayisi=m=n Hl

3. Uygulama

MMA algoritmasinin bipartite ¢izgelerde iirettigi eslestirme sonucu maksimum akis degerlerinde optimum sonucu
vermektedir. Sekil 3’de verilen 10 diigiim ve 10 kenar bagintisindan olusan 6rnek bipartite ¢izge incelendiginde
MMA tarafindan 4 kenar eslemesi ile eslestigi goriilmektedir. Sekil 3 deki gorselde belirtilen ¢izgenin kaynak ve
hedef diiglim baglantilar1 ile bir biitiin olarak diizenlendiginde, source noktasindan sink noktasina maksimum 4
kenar iizerinden akis saglayabilmektedir. Ornek olarak kullanilan agirliksiz ve ydnsiiz ¢izge igin bu sonug optimum
degeri saglamaktadir.

5 10

Sekil 3. Maksimum bipartite eslestirme ve maksimum akig

Sekil 4’de verilen ornek ¢izge, 8 vertex ve 9 kenar bagintisinda sahiptir. MMA ile kaynak ve hedef diigiimleri
arasinda saglanan maksimum akis degeri 3 olarak tespit edilmistir. Tespit edilen sonug drnek ¢izge igin optimum
degerdir.
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Sekil 4. Maksimum bipartite eslestirme ve maksimum akis

Ayrica calismada c¢ok sayida rastgele bipartite cizgeler olusturularak yontemin basarisi ve dogrulugu test
edilmigtir. Rastgele bipartite ¢izgeler olusturmak igin Erdos Renyi model kullanilmigtir. Erdos Renyi model 3
farkli parametre degeri ile ¢izgeleri liretmektedir. Bu parametrelerden nl ve n2 degerleri bipartite ¢izgenin alt ve
st vertex kiimelerini ifade etmektedir. p degeri ise olusturalan bipartite gizgedeki vertexlerin birbirleri ile baglanti
kurma ihtimallerini vermektedir. Tablo 2’deki degerler incelendiginde n1-n2 bashig: altindaki 3-6 ifadesi bipartite
¢izgenin alt vertex kiimesinin 3, iist vertex kiimesinin 6 oldugunu gostermektedir. V siitunu toplam vertex sayisini
ifade eder. p degerinin 0.3 olmasi durumunda iiretilen 3-6 bipartite ¢izgedeki kenar sayist 5 ve bu degerler i¢in
iiretilen ¢izgedeki maksimum akis degeri 3 olarak tespit edilmistir. p=1 i¢in ¢izge tam bagh bipartite ¢izgeye
donismektedir. Tam bagl ¢izge i¢inde maksimum akis degeri 3 olarak tespit edilmistir. Bir diger 6rnek olan 10-
13 igin analiz sonuglari incelendiginde 23 vertex ve p=0.3 degeri i¢in 36 kenara sahiptir. Maksimum bipartite
matching yani akis degeri bu ¢izgede 9 olarak tespit edilmistir. p=0.9 degeri i¢in ise 121 kenar bagntisi liretilmistir
ve maksimum akis degeri 10 olarak tespit edilmistir.

Tablo 2. Rastgele iiretilen bipartite ¢izgeler lizerindeki maksimum akis degerleri

nl-n2 V  p=0.3 Max p=0.6 Max p=0.9 Max p=1 Max
E Akis E Akis E Akis E Akis
3-6 9 5 3 8 3 17 3 18 3
5-8 13 14 5 22 5 34 5 40 5
6-8 14 13 5 32 6 42 6 48 6
8-4 12 12 4 17 4 29 4 32 4
10-13 23 36 9 87 10 121 10 130 10
15-20 35 97 15 187 15 271 15 300 15
20-15 35 92 15 176 15 271 15 300 15
20-20 40 121 20 240 20 354 20 400 20
35-25 60 258 25 537 25 797 25 875 25
40-60 100 737 40 1482 40 2169 40 2400 40

Gerceklestirilen test sonuglar1 analiz edildiginde malatya matching algoritmasinin bipartite ¢izgelerde optimum
sonu¢ vermektedir. Bu durumda bipartite ¢izgeler iizerinde geceklestirilen maksimum akig degerinin optimum
olarak tespit edilmesini garanti etmektedir. Diger bir ifade ile rastgele olarak iiretilen bipartite ¢izgelerde
gerceklestirilen test sonuglarina gore MMA optimum maksimum akis degerini tespit etmektedir.

4. Sonuglar

Bu calismada bipartite aglara 6zel maksimum akis degerlerinin tespit edilmesi iizerine bir uygulama
gerceklestirilmistir. Gergeklestirilen analiz iglemleri igin literatiire yeni kazandirilan Malatya matching
algoritmasi(MMA) kullanilmigtir. MMA bipartite aglar iizerinde optimum esleme sonuclart veren etkili bir
algoritmadir. Maksimum akis degerinin tespit edilmesi i¢in ilk defa bu ¢alismada uygulanmustir. Bipartite aglarda
maksimum akis degerleri bipartite eslestime olarakda ifade edilebilir. MMA’nin optimum maksimum akis degerini
sagladiginm dogrulamak i¢in 42 farkl test islemi gergeklestirilmistir. Rastgele iiretilen ¢izgeler igin Erdos Renyi
model ¢izge tireteci kullanilmigtir. Calismada ¢ok sayida rastgele bipartite aglar tiretilmistir. Tiim test islemlerinde
optimum maksimum akig degeri tespit edilmistir.
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