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[lk olarak sayisal yarigrup problemi, “ Sayisal yarigruba ait olmayan en biiyiik tamsay1y1 iiretegleri cinsinden nasil
ifade edilebilir?” seklinde olup, 19. yy sonunda karsimiza ¢ikmistir. Sayisal yarigrup ¢alisan ilk matematikgiler
Frobenius ve Sylvester’dir. Sayisal yarigrup kavrami giiniimiizde de hala matematikgilerin ilgi alanindadir.
Sayisal yarigrup problemleri, sayilar teorisi ile baglantili oldugu gibi matematigin diger alanlarinda ve bilgisayar
bilimleri ile de ilgilidir. Diophant moduler esitsizliklerin ¢6ziimiinde, liner tamsay1 programlamada, sifrelemede,
degismeli cebir ve cebirsel geometrinin uygulamalarinda 6zel ilgi alan1 olusturmustur. Bu baglamda saturated
sayisal yarigruplarda literatiirde nemli ¢aligmalarda yer almig. Ozellikle saturated halkalarin, yarigruplar teorisine
gecisi olarak karsimiza ¢ikmis. Bu g¢alismadaki amacimiz katliligi 6 ve kondiiktérii C olan saturated sayisal
yarigruplar iizerine ¢aligmaktir. Burada C, 6 dan biiyiik veya esit ve k negatif olamayan tamsay1 olmak iizere 6k+1
den farkli olarak yazilabilen pozitif bir tamsayidir. Katliligt 6 ve kondiiktorii C olan tiim saturated sayisal
yarigruplari elde edip bu sayisal yarigruplarin Frobenius sayisi, belirteg sayisi ve cinsini bu yarigruplarin tliretegleri
ile ifade edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Saturated sayisal yarigrup, Frobenius sayisi, cins.

On Saturated Numerical Semigroups With Multiplicity 6

ABSTRACT

The numerical semigroup problem is first encountered as "How can the largest integer that do not belong to the
numerical semigroup be expressed in terms of its generators?" at end of the 19" century. The first mathematicians
working on the numerical semigroup are Frobenius and Sylvester. The concept of the numerical semigroup is still
interested of mathematicians. Numerical semigroup problems are related to other areas of mathematics and
computer science, as well as to number theory. It has created a special interest in the solution of Diophant
modular inequalities, in linear integer programming, in cryptography, in the applications of algebraic algebra and
algebraic geometry. In this context, the saturated numerical semigroups have taken place in important studies in
the literature. Especially, we encounter transition to semigroup theory of saturated rings. The aim of this work is to
study the saturated numerical semigroups with the multiplicity 6 and the conductor C. Where C is an integer
greater than or equal to 6, however, C is different from 6k+1 with non-negative integer k. We will express the
Frobenius number, the determiner number and the genus of these numerical semigroups with the generators of
these semigroups.

Keywords: Saturated numerical semigroup, Frobenius number, genus.
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S bir sayisal yarigrup olmak {izere, $,,S,,85,..,5, €S gin s <s,<s, <..<s,olacak sekilde
S =<5,,5,,8,..., 8, >= {Z sn :n el } seklinde yazilabildigi ve
i=1

#(¥\S)<¥ U obeb(s,s,,....s,)=1
oldugu bilinmektedir (Froberg vd., 1987). Bu calismada bir M kiimesinin eleman sayisim #(M) ile
gosterecegiz.
Eger S sayisal yarigrubu igin S =(A) ise Acl alt kiimesine S nin bir iirete¢ sistemi denir. S yi
iireten A nin 6zalt kiimesi yoksa A kiimesine S nin minimal iireteg sistemi denir.

Bununla birlikte, her sayisal yarigrubun minimal {irete¢ sisteminin tek oldugu ve {ireteg

sisteminin sonlu elemana sahip oldugu bilinmektedir. Eger {s, <..<s,}, S nin minimal iireteg sistemi ise,
S deki en kiigiik say1 olan s, sayisina S nin katliigi denir ve m(S) ile gosterilir. S nin minimal {ireteg
sisteminin eleman sayisina S nin indirgenme boyutu denir ve e(S) ile gosterilir. Genelde, e(S)<m(S)
dir. Eger e(S)=m(S)oluyorsa S sayisal yarigrubuna maksimal indirgenme boyutludur denir (Rosales ve
Garcia-Sanchez, 2009).

Bir S sayisal yarigrubunda F(S)=max{xel:xeS} ve n(S) =#({0,1, o F (S)}mS) sayilarina,
sirastyla S sayisal  yarigrubunun  Frobenius ve  belirte¢  sayisi  denir. Bu  durumda

S =<S,,5,,S5,- S, >:{0, S, Sy g5 S F(S)+1,—>...} seklinde yazilabilir ki burada s <s,,, n=n(S) ve

"—>" sembolii F(S)+1 sayisindan sonraki tamsayilarin S sayisal yarigrubunda oldugu anlamindadir

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

U\S kiimesinin elemanlarina S nin bosluklar: denir ve bu elemanlarin kiimesi H(S) ile
gosterilir. Bu durumda, H(S)=0\S olarak ifade edilir. Ayrica, H (S) kiimesinin eleman sayisina S nin
cinsi( tiirii ) denir ve G(S)ile gosterilir. Yani G(S)=#(H(S)) yazilir. Bununla birlikte, bir S sayisal
yarigrubunda, G(S)+n(S) = F (S)+1 esitligi mevcuttur.

Bir S sayisal yarigrubunda x3 y3 z olacak sekilde " x,y,z1 S i¢in x+ y- zI S oluyorsa S ye
Arf sayisal grubu adi verilir. Ote yandan, Arf sayisal yarigrubunun maksimal indirgenme boyutlu oldugu
ama tersinin dogru olmadig: bilinmektedir (Rosales vd., 2004b).

S bir sayisal yangrup, i=12..m igin s £s olacak sekilde s,5s1S @ wve

dys, +d,s, + ..+ d,s,* 0 olsun. Eger s+ d,s +d,s,+..+d,s, 1S olsuyorsa S ye saturated sayisal

yarigrup denir. Ayrica, her saturated sayisal yarigrup bir Arf yarigruptur. Ama tersi dogru olmayabilir
(Rosales vd., 2004a).

Son zamanlarda, Arf ve saturated sayisal yarigruplari iizerine litaratiirde bir ¢ok calismalar
yapilmigtir. Bunlardan bazilari, belirli kondiktorlii ve katlilign 7 ye kadar olan biitin Arf sayisal
yarigruplar1 elde edilmis ve bunlardan (katlilig1 6 olanlar hari¢ ) biitiin saturated sayisal yarigruplarinin
yapilar1 ve bunlarin degismezleri hakkinda bazi sonuglar verilmistir ( Garcia-Sanchez vd., 2016; ilhan,
2016; Ilhan ve Siier, 2016a,2016b; Siier, 2016; Celik vd., 2016).

Bu ¢alismada, katlihg 6 ve kondiiktétii C* 6, C' 6k+1(kI ¥,k* 1) olan biitiin saturated

sayisal yarigruplarini ve bunlarin Frobenius sayilari, belirte¢ sayilart ve bosluklarinin sayisi olan cinsleri
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Onerme 1. S bir sayisal yarigrup olmak iizere, asagidakiler denktirler:

[1] S bir saturated sayisal yarigruptur.
[2] Her yi s, y>0 igin ds(y)= obeb{xI S:x£ y} olmak iizere, y+ dg(y)I S dir.

[8] Heryis,y>0ve mi¥ igin y+md,(y)i S (Rosales, 2009).

Teorem 2. Kathligi 6 ve kondiktorii C' 6k+1(kI ¥,k® 1) olan Arf sayisal yarigruplar
asagidakilerden biridir:
(@ C° 0(mod6) ise
(1) S=<6,C+1,C+2,C+3C+4,C+5>
(2) S=<6,6u+2,6u+4,C+1C+3,C+5>
(3) S=<6,6u+3, C+1,C+2C+4,C+5>
(4) S=<6,6u+4,6u+8C+1C+3C+5>

burada u =1, 2,...,% dir.

(b) C° 2(mod6) ise

@ u=1,2,...,C_ 2 igin S=<6,6u+ 2,6u+ 4,C+1,C+ 3,C+5>
2 u:1,2,...,C_ 8 igcin S=<6,6u+ 3,C,C+2,C+3,C+5>
(3) u=1,2,...,C' 8 icin S=< 6,6u+ 4,6u+8,C+1,C+3,C+5> dir.

(c) C° 3(mod6) ise u= 1,2,...,C' 3 igin S=< 6,6u+ 3, C+1,C+ 2,C+ 4,C+ 5> dir.

(d) C° 4(mod6) ise
(1) S=<6,6u+26u+4,C+1C+3C+5>
(2) S=<6,6u+ 4,6u+8C+1C+3,C+5>

burada u=1, 2,...,% dir.

(e) C° 5(mod6)ise

5

@ u=1,2,...,C_ icin S=< 6,6u+ 3,C,C+ 2, C+ 3,C+5> dir.

(2) S=<6,C,C+2,C+3,C+ 4,C+5> dir. (Rosalesvd., 2016).

Teorem 3. Kathihig 6, kondiiktorii C' 6k+1(ki ¥, k3 1) olan ve Teorem 2’de verilen Arf sayisal

yarigruplarinin hepsi saturated sayisal yarigrupturlar.

Ispat:
(@) C° 0(mod6)igin, yani C= 6k ,k* 1,k1 ¥ i¢in
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(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=6 olup s+ d,(s)=s+61 S ¢ikar. Béylece, Onerme
1’den S saturated sayisal yarigrup olur.
(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

C-6

2 u=12,.. igin, yani u=1,2,....,k- 1 i¢in

S=<6,6u+ 2,6u+4,C+1C+3C+5> ise 0zaman

S=<6,6u+ 2,6u+ 4,6k+1,6k+ 3,6k+ 5>
= {0,6,12,14,16,18,...,6(k- 1)+ 2,6(k- 1)+ 4,...,6k,® ..}

yazariz. Bu durumda s> 0, si S igin

(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+ d,(s)=s+ 21 S ¢ikar. Bdylece, Onerme
1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ dg(s)=s+1i S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1°den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

R u=12.. igin, yani u=1,2,...,. k- 1i¢in

S=<6,6u+3 C+1,C+2C+4,C+5> ise0zaman

S=<6,6u+ 3, 6k+ 1,6k+ 2,6k + 4,6k + 5>
= {0, 6,9,12,15,18,...,6(k- 1)+ 3,...,6(k- 1),6k,® ...}

yazariz. Bu durumda, s> 0, si S icin

(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S:x£ s}=3 olup s+d;(s)=s+30 S ¢ikar. Béylece, Onerme
I’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

C-6

@ u=12,.., igin, yani u=12,...k- 1 i¢in S=< 6,6u+ 4,6u+8,C+1,C+ 3,C+5> ise

0 zaman

S=<6,6u+ 4,6u+ 8 6k+ 1 6k+ 3 6k+ 5>
= {0,6,10,12,14,16,18,..., 6(k- 1)+ 4,6(k- 1)+ 8,...,6(k- 1),6k,® ..}

yazariz. Bu durumda, s> 0, s1 S igin
(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+d,(s)=s+ 21 S ¢ikar. Bdylece, Onerme
1’den S saturated sayisal yarigrup olur.
(ii) s>C ise d(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal
yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.
(b) C° 2(mod6), yani C=6k+2,k* 1,ki ¥ icin

C-2

1) u=12,.., icin S=< 6,6u+ 2,6u+ 4,C+1C+ 3,C+5> ise 0zaman

S=<6,6u+ 2,6u+ 4,C+1C+3C+5> = {0,6,810,14,16,18,...,6(k- 1)+ 2,6k + 2,® ...}

yazariz. Bu durumda, s> 0, si S i¢in

(3 e N e Al AReh vl C- vl cX— 9 Alln el A (o — L 97T C nibar D22 lana Vo YN
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2 u=1,2,...,C' 8 icin S=< 6,6u+ 3,C,C+ 2,C+3,C+5> iseozaman u=12,... k- 1i¢in

S=<6,6u+ 2,6k+ 2 6Kk+ 4,6k+56k+7,>
= {0,6,12,14,16,18,..., 6(k- 1)+ 2,6(k- 1)+ 4,...,6k + 2,® ..}

yazariz. Bu durumda, s> 0, si S ic¢in
(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+ d.(s)= s+ 21 S ¢ikar. Béylece, Onerme

1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise d,(s)=1 olup s+ ds(s)=s+1i S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

B u=1 2,...,% ,yani u=1,2,...k- 1 icin

S=<6,6u+ 4,6u+8,C+1C+3,C+5> ise 0zaman

S=<6,6u+ 4, 6u+ 8,6k+ 3,6k+ 5,6k+ 7>
= {0, 6,10,12,14,16,18,...,6(k- 1)+ 4,...,6k+ 2,® ...}

yazariz. Bu durumda, s> 0, si S icin
(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+ d,(s)= s+ 21 S ¢ikar. Boylece, Onerme

1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

(c) C° 3(mod6), C=6k+3ve u=12,.., i¢in
S=<6,6u+3 C+1C+ 2 C+ 4,C+ 5> olsun. O zaman

S=<6,6u+ 3, 6k+ 4,6k+5, 6k+ 7,6k + 8>
= {0,6,9,12,15,18,....6k + 3,® ..}

yazariz. Bu durumda,

(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S:x£ s}=3 olup s+d,(s)=s+31 S ¢ikar. Boylece, Onerme

1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise d (s)=1 olup s+ ds(s)= s+1i S cikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal
yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

(d) C° 4(mod6) ise

(1) u=1, 2,...,% yani u=12,..,k icin
S=<6,6u+26u+4C+1C+3C+5> sayisal yarigrup ise 0 zaman
S=<6,6u+26u+4C+1C+3C+5>= {0, 6,8,10,12,14,18,...,6k + 2,6k + 4,® } yazariz.
Bu durumda, s> 0, s S i¢in
(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+d,(s)=s+ 21 S ¢ikar. Bdylece, Onerme

1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise dy(s)=1 olup s+ ds(s)= s+1i S cikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

— A
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(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=2 olup s+ d,(s)= s+ 21 S ¢ikar. Béylece, Onerme
1’den S saturated sayisal yarigrup olur.
(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.
(e) C° 5(mod6)ise

@ u:1,2,...,% yani u=12,..,k i¢gin S=<6,6u+ 3,C,C+ 2, C+ 3,C+ 5> sayisal

yarigrup ise o zaman  S=<6,6u+3C,C+2 C+3C+5>=4{069121518,..,6k+3,6k+5® ..}
yazariz. Bu durumda, s> 0, si S i¢in
(i) seC ise dg(s)= obeb{xi S: x£ s}=3 olup s+ d(s)= s+ 31 S ¢ikar. Bdylece, Onerme

1’den S saturated sayisal yarigrup olur.

(ii) s>C ise d(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1°den S sayisal

yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

(2) S=<6,C,C+2,C+3,C+ 4,C+ 5> sayisal yarigrubu ise 0 zaman
$=<6,C,C+2C+3C+4,C+5> ={0,6,12,18,..,6k+ 5® ..}
yazariz. Bu durumda, s> 0, s1 S igin
(i) s£C ise dy(s)= obeb{xi S: x£ s}=6 olup s+ d.(s)=s+61 S gikar. Bdylece, Onerme
1’den S saturated sayisal yarigrup olur.
(ii) s>C ise ds(s)=1 olup s+ ds(s)=s+11 S ¢ikar. Bu durumda, Onerme 1’den S sayisal
yarigrubunun saturated oldugunu elde ederiz.

Sonu¢ 4. C° 0(mod6) ve u=12,.., i¢in

(1) S=<6,C+LC+2,C+3,C+4,C+5> ise
(a) F(S)=6k-1,
(b) n(s)=k,
(c) G(S)= 5k,

(2) S=<6,6u+ 2,6u+ 4,C+1,C+3,C+5> ise
(a) F(S)=6k- 1,
(b) n(S)=3k- 2u ,
(c) G(S)=3k+2u,

(3) S=<6,6u+3, C+1C+2C+4,C+5> ise
(a) F(S)=6k- 1,
(b) n(S)=2k- u,
(c) G(S)=4k+u ,

(4) S=<6,6u+4,6u+8C+1C+3C+5> ise

(a) F(S)=6k- 1,



Meral SUER, Sedat ILHAN ve Ahmet CELIK

Sonug¢ 5. C° 2(mod6) ise

C-2

1) u=12,.., icin S=< 6,6u+ 2,6u+ 4,C+1C+ 3,C+5> ise

(a) F(S)=6k+1,
(b) n(S)=3k- 2u+1,

(c) G(S)=3k+2u+1

burada u= 1, 2u .
6
C-8.. .
2 u=12,.., icin S=< 6,6u+ 3,C,C+2,C+3,C+5> ise
(a) F(S)=6k+1,
(b) n(S)=2k- u+1,
(c) G(S)=4k+u+1,
(3) u=12.,58 igin S=<6,6u+ 4,6u+8C+1,C+3C+5> ise
(a) F(S)=6k+1,
(b) n(S)=3k- 2u ,
(c) G(S)=3k+2u+2
seklindedir.

Sonug¢ 6. C° 3(mod6) ise u= 1,2,...,C' 3 icin S=<6,6u+3, C+1,C+2C+4,C+5> ise

(a) F(S)= 6k+ 2,
(b) n(S)=2k- u+1,
(c) G(S)=4k+u+2

olur.

Sonu¢ 7. C° 4(mod6) ve u=12,.., i¢in

(1) S=<6,6u+2,6u+4,C+1C+3,C+5> ise
(a) F(S)=6k+ 3,
(b) n(S)=3k- 2u+2,
(c) G(S)=3k+2u+2,
(2) S=<6,6u+ 4,6u+8C+1LC+3C+5> ise
(a) F(S)=6k+ 3,
(b) n(S)=3k- 2u+1,
(c) G(S)=3k+2u+3
seklindedir.
Sonu¢ 8. C° 5(mod6) igin

C-5 olmak iizere, S=< 6,6u+ 3,C,C+ 2, C+ 3,C+5> ise

1) u=12,..,
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(a) F(S)= 6k+ 4,

(b) n(s)=k+1,

(c) G(S)=5k+4
seklindedir.

Ornek 9. k=1 icin C= 6k+ 5= 11alalim. Bu durumda, kathligi 6 ve kondiiktérii C=11 olan S
saturated sayisal yarigruplarini diisiinelim. Eger

a) S=<6,6u+3,C,C+2 C+3C+5> ise u=1 i¢cin S=<6,9,11,13, 14,16>= {0,6,9,11,® ...} saturated
sayisal yarigrubu olup burada F(S)= 6k+ 4=10 , n(S)=2k- u+2=2- 1+2=3

ve G(S)= 4k+ u+ 3= 4+ 1+ 3= 8 elde ederiz.

b) Eger S=<6,C,C+2,C+3,C+4,C+5> ise S=<6,11,13,14,15,16>= {0,6,11,® ...} saturated sayisal

yarigrubu olup burada F(S)= 6k+ 4=10, ve n(S)=k+1=2 ve G(S)=5k+ 4=9 buluruz.
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