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D.U.Ziya Gokalp Egitim Fakiiltesi Dergisi 7, 79-94 (2006)
TEPKI YUZEYLERINE POLINOMAL YAKLASIM

Polynomial Approach to the Response Surfaces

Aziz HARMAN!'

Ozet
Bu ¢alismada, deneyci veya arastirmacilarin kontroliindeki x vektorii ile

gosterilen bir veya daha fazla degiskenden etkilenen B bilinmeyen

- 2 .
parametreler vektérii ve deneysel hatalarm sifir ortalama G~ varyanst ile
normal dagildigi varsayimi altinda,

E(y) =n= f(x,ﬂ ) seklinde yazilabilen gercek tepki yiizeyinin
uygun kosullar altinda Taylor agilimindan yararlanarak polinomal yaklagimi ve
her durumda bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimii oldugu cebirsel olarak
gosterilmigtir.

Calisilan uygulamada, KHURI, A, and John A. CORNEL (1987) alistirma 5-
6 'daki verilen veriler kullanilmistir. Verilerin durumuna gore polinomal
modeller uyarlamis, duragan noktada maksimum tiriin elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tepki, Yiizey, Tasarim, Optimizasyon

Abstract
In this Study the polynomial approximation is applied by Taylor expression to
the equation of the expected res-ponse surface, the equation

E(y) =n= f(x,ﬂ )is effected by one or more variables is expressed by
the x vector that is Controlled by the experimenters or the reserches, and [ is
Unknown parameters Vector, and the Standart errors are under normal
distribution assumption. € ~ N (0, (¢ 2 )as a result, it is shown algebricaly

that the equation is a general solution of a differantial equation in all cases. In
the aplication KHURIA. and JA.CORNEL- 1987 ( excersies 5-6 ) that is
studied, Polynomal Models are applied with respect to data, and maximum
product is attainaed at the stationary, point and Lack of fit is tested.

Key words..Response,Surface, Design, Optimization.

Yrd.Dog.Dr.,D.U.Ziya Gokalp Egitim Fakiiltesi {lkogretim Boliimii Matematik Egitimi ABD,
Diyarbakir, aharman@dicle.edu.tr.

79



GIRIS

Tepki yiizeyi yontem bilimi ilk olarak Box ve Wilson (1951) de incelenmis,
bunu Box ve Hunter(1957) izledi. Vinning ve Myers (1990) da ikili (dual) tepki
yaklagimini kullandilar. Onlar, 6ncelikle birincil ve ikincil tepki yiizeylerine,
ikinci dereceden modeller uyarladilar.

Dennis K.J.LIN ve Wanzhu Tu (1995) te Vinnig ve Myers’in optimizasyon
yontemini daha da gelistirdiler.

Tepki ylizeyi tasarimi, deneysel ¢aligmalarda elde edilen verileri kullanarak
regresyon yardimiyla, tepki degiskeni ve etki faktorleri arasindaki iliskinin tipini
bir matematiksel model ile belirlemektedir. Olgiimler iceren biitiin deneylerde
deneysel hata vardir. Faktor diizeylerinin herhangi bir kismi ve dogal olarak
g6zlenmis tepki degeri 1, den farklidir. Gergek tepkiden sapma,

Y =n+¢ Seklinde yazilir. Burada, Y, tepkinin gozlenmis degeri, €
deneysel hatalar1 M ise, tepkinin beklenen degerini belirtir. X, X,,...X gibik
tane nicel faktor diizeylerine bagli 1 gergek tepkisinin degeri, verilen herhangi bir
faktor diizeyi igin,

n==f(x,,x,,..X,) (1)

[fadesini saglar. 1, X ;’lerin stirekli bir fonksiyonu kabul edilir ve gergek tepki

fonksiyonu olarak bilinir. Eger x; X,,X,,...X, 'mn bir siitun vektorii ise,
gercek tepki fonksiyonu,

n=f (x) 2)
seklinde yazilabilir.

Tepki fonksivonlarina yaklasim.

Baz1 fiziksel ¢ahsmalarda X,,X,,...X, tepkinin ik karigimlari,

sicakliklar1 ve basiglart dlgen veri degiskenleri Bl,Bz,...Bk aktivasyon

enerjileri termal iletkenlik gibi seyleri 6l¢en bazi fiziksel parametreler ve f, X’ in
siirekli bir fonksiyonu olmak tizere,

E(y)=n= f(x,p)

ifadesi mekanik model olarak bilinir.
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Lemma. Mekanik model diferansiyel veya entegral denklemin bir ¢6ziimiidiir.
Ispat. Hal-1: Bir B=(B,,pB,,...p, ) vektdriinii keyfi bir parametre olarak igeren

n= f(X, B) modeli verilsin. Bu durumda x =(x,,X,,...X, ) gibi degiskenlerin

vektorii ve (X, ), x’in siirekli bir fonksiyonu olmak iizere,

N (xB) ve n=F(xp)

ox
denklemleri arasindap ’nin yok edilmesiyle f (x,1,1)=0 seklinde birinci
mertebeden bir adi diferansiyel denklem bulunur.
Hal-2 : Bl R B2 yeeenes Bk parametrelerini ve X,,X,,...,X, bagimsiz girdi
degiskenlerini iceren M=1 (X,,X,,... X, 5 B 5B, e By ) mekanik modelii= 1,
2,...k igin X, degiskeninin siirekli bir fonksiyonu ise modelde bagimsiz
degisken sayis1 birden fazla oldugu i¢in 1) 'min her bir X;’ ye gore kismi tiirevleri
alinir. Verilen model ile asagidaki sistem olusturulabilir.

on _ 9
ox1 Ox
on _ o
ax, Ox,
®)
on _ o
ox, Ox,
n=f0x,xy X, BBy B)

denklem sisteminin ortak ¢6ziimii ile Bl R B2 yeneens Bk parametreleri yok edildi.

Bu durumda parametrelerden arindirilmis,

81



on of of
yoons )=0
ox, O0x, 0x,
formunda bir kismi diferansiyel denklem elde edilir. Sonug¢ olarak mekanik model
her iki durumda bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimiidiir.

Tepki yiizeyinin polinomal gosterimi.
Tek bir X, degiskenli f fonksiyonu igin tepki fonksiyonu,

n =f(X1)olsun. Eger f (Xl) diizgiin siirekli bir fonksiyon ise herhangi bir
X, noktasi civarinda Taylor serisinin yerel yaklagimi olarak temsil edilir.

n==f ! ) fonksiyonunun X , =X, noktasinda Taylor serisine agarak,
1
n=f(x,)+x, —x,) f'(x;) +5(x1 -x,) f? (x,,) bulunur.Burada

f'(x,), f ' (x,0) smasiyla (X ! ) fonksiyonunun X o  nhoktasmndaki
hesaplanmis birinci ve ikinci tiirevleridir. Bu seri
n=f(x,)=PB, +B,x, + B,,X; + ...formunda bir polinoma indirgenebilir.
Burada B,,P, veP,, katsayilan, f(X,)’in X, da ki degeri ve bu
noktadaki hesaplanmus tiirevlerinin degerlerine baglidir.
Yalniz birinci dereceden terimlerle 1= B ot Bl X, formunda diizgiin
dogrusuyla birinci dereceden model bulunur.ikinci dereceden terimlerin
kullaniimastyla =8, +B,x, + p,;X; formunda parabol denklemi elde edilir.

X, V€ X, gibi iki faktor diizeyi i¢in polinomal denklem,
n=f(x,,X,)=B, +B,X, + B,X, + By X; + B, X3 + B, X; X, + e seklinde

verilir.

Eger bu denklem yalniz birinci dereceden terimleri igeriyorsa
n=p, + B,Xx, + B,x, formunda, birinci dereceden bir polinomal modele

indirgenir. Polinom denklem ilk alt1 terimden olusuyorsa ikinci dereceden model
adm alir.
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Bu denklemdeki Bo R Bl B2 ...... parametreleri regresyon katsayilari

olarak adlandiriir. X, V€ X, degiskenleri deneysel yada regresyon
fonksiyonunun girdi degiskenleridir.
X, =0 ve X, =0  noktalar1  deneysel bir nokta ise bu

noktadaki, f (X,, X,) , B, katsayismni verir. B,.B,
of of . .
katsayilari, —— V€ 8_ kismi tiirevlerinin X, =0 ve X, =0
X
1 2

noktasinda hesaplanmis degerler olup modelin birinci dereceden etkileridir.
B BB katsay 1 o°f 182fVe 1 of

, , atsayllart — , Ot E—

He e e 20 0x27 20 ax2 2! x, 0%,

tirevlerinin smrasiyla X, = X, =0 noktasinda hesaplanmis degerleri olup

kismi

modelin ikinci dereceden etkileri olarak bilinir. Benzer olarak f,,,, B,,; 5o V.
gibi etkiler de bulunabilir.

Birinci dereceden model.

X,5X,,..00, X, gibi girdi degiskenlerinin birinci dereceden modelinin genel

formu
k
Y=B,+> B;x;+e @)
i=1

seklindedir. Burada Y, gozlenebilen tepki degiskeni, Bo ,Bl yeens Bk bilinmeyen

parametreler ve € ise rastgele bir hata terimidir. Eger € sifir ortalamaya sahip ise
(4) denkleminden modelin agiklayict kismi, 1 ile gosterilen tepkinin gercek

k
ortalamasi E(Y)=n=8, +z B, x; +¢€ seklindedir. Eger tepki fonksiyonun,
i=1
bagimsiz degiskenlerin lineer bir fonksiyonu tarafindan modellenmis ise yaklasim
fonksiyonu birinci dereceden bir polinomal modeldir.
Birinci dereceden tasarimlari olusturmak i¢in, birinci dereceden modelin N
gbzlem lizerinde matriis formu asagidaki gibi yazabilir.
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Y =xB+¢ )
burada, N2>k +1 olmak dizere Y, N gozlemin bir siitun
vektori, BZ(BO ,Bl yeens Bk)' (k+1)X1 boyutlu bir bilinmeyen parametreler
vektorie=(g,,€,,..., €y ) NXI boyutlu hata vektorii, X* de NX (k+1) boyutlu
girdi degiskenlerinin bir matrisidir. (4) modelindeki deneysel hatalarm sifir
ortalama ve 67 varyansi ile normal dagildig1 ve X matrisinin tam siitun rankina
sahip oldugu varsayimi ile ,B ‘nin en kii¢iik kareler kestiricisi.

b=(X"X)'X'Y (6)
seklinde olup, en iyi lineer yansiz kestiricisidir. Ayrica b’ nin varyans-kovaryans
matrisi ise,

Var(b)= Var[(X'X)'X'Y)= (X'X)". o 2 7
seklindedir. Burada X, girdi degiskenlerini asagidaki gibi kodlayacagiz.
2(X, - X
X =M, u=1,2,..N, =1,2,...k ®)
R
_ Ny
burada, Xi = z 4 ve R; en yiiksek ve en diisiik konumlandirmalar
u=1

arasindaki farktir. Bu durumda M tane goézlem altinda kodlanmis degerlerin

degeri,i=1,2,3,... .k igin,

_ N X o .

Xi =Z‘1 [\i" esitligini saglar. (8) doniisiimdeki, X, X,,...X, : girdi
u=

degiskenlerin aritmetik ortalamasmi, X, X, ,...X, kodlanmig degiskenleri i¢in

(X;5X5 500X, ) =(0,0,....,0) noktas1 tasarimin merkezi olarak almacaktir, i =1, 2

N
,3,..., ki¢in, kodlanmis degerler z X, =0 esitligini saglar.

u=l1
ikinci dereceden modeller.
Arastirmacilar genellikle gergek tepki yiizeyinin sekli hakkinda yeterli bilgiye
sahip olmadiklarindan ilk asamada tepki degerlerine birinci dereceden bir model
uyarlamakla deneysel siireci baglatirlar. Ancak, yilizeyde egriselligin varlig
durumunda veya uyarlanmig birinci dereceden modelde uyum eksikligi bulunmasi
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halinde, birinci dereceden modele yiiksek dereceden terimler ekleyerek deneysel
siireci devam ettirirler. Bu yeni yiiksek dereceli model,

Y =B, +B,X, +B,%, + By, X, X, + By X; +ByX5 + €))
formunda ikinci dereceden bir model olacaktir. Burada Xx,,X,,..,X, girdi
degiskenleri Y, bu degiskenlerden etkilenen tepki, 1, j = 1, 2,...k i¢in
Bo R B - B i bilinmeyen parametreler ve € rastgele hatadir.

UYGULAMA

Birincisi standart bir N-F-K kombinasyonu ve digeri tamamlayici bir
besleme olan iki giibrenin verildigi parsel bagimna libre (454 gr.) olarak 6lgiilmiis
yer fistig1 icin gilibreden etkilenen parsellere uygulanmistir. Bir parsele
uygulanmig her giibrenin miktarinin diizeyi (Ib/parsel) bir merkezi birlegik
dondiirtilebilir tasarimin koordinat konumlandirmalar ile belirlenmistir. Her de-
neysel kombinasyonun iki tekrarinda bulunan yer fistig1 olarak elde edilmis hasat
miktar1 verilerinin tablosu asagidaki gibidir.

Giibrel | Giibre2 | Uriin(lb/par.) Dogal X, | Dogal x, Kod. | kod. X, Y
Xy

50 15 7,52-8,12 120 15 1 -1 12,37-
11,84

120 15 12,37-11,84 | 50 25 -1 1 13,55-
12,35

50 25 13,55-12,35 120 25 1 1 16,48-
15,32

120 25 16,48-1532 | 50 15 -1 -1 7,52-
8,12
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X1
2
_ 2(50-85)
" 120-50
_ 2(120-85)
2 120-50

o 504120

12—

)—(2 _ 15+25 _
2
2(50 - 85)
" 120-50

2(25-20) _
25-15

tepki yiizeyine Y =B, +P,Xx, +P,X, +€ gibi birinci dereceden model ile

yaklagalim. Burada

B,’ ler bilinmeyen parametrelerdir.

AN

b= 3 olmak iizere B’ nin en kiigiik kareler kestiricisi,

b=(X'X)"'X'Y=

(7,52

115,32 |

8,12

12,37
11,84
13,55
12,35
16,48

8x1

12,19375

—-0,28625

711375

1

e e e e e e e

3x1

X1 X,
-1 -1 |
-1 -1
1 -1
1 -1
-1 1
-1 1
1 1
1 1

8x3

%) -

w

m M M Mm Mm M M M
< N IS

o«

8x1

Oldugundan Y = 12,19375 — 028625X, + 7,11375X, dir. Birinci ve ikinci giibrenin

kodlanmus digerlerine karsilik gelen birinci dereceden modeldir.
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1Y)’

Kareler toplami= Y'Y — =11368,895 8-1=7s.d. ile

ry)*

Regresyon kareler toplami=b'X'Y — =405,449 3-1=2s.d. ile

Kalan kareler toplami= Y'Y —b'X'Y =10963,396 8-3=s.d. ile

Safhata kareler toplami=
%[(7,52 ~-8,12)" + (12,37 -11,84)* + (13,55 -12,35)°
+(16,48 —15,32)*]=1,71325 4sd. il

Uyum eksikligi kareler toplam1 = Kalan kareler toplam1 — Saf hata kareler toplam1
=10963,396 — 1,71325 =10961,683 5-1=4 s.d. ile

Elde edilen yer fistig1 liriinii verilerine uyarlanmis birinci dereceden model igin
ANOVA tablosu:

Kaynak Serbestlik der. | Kareler Ortalama kare | F
toplami

Regresyon 2 405,449 202,7245 0,092

Hata 10963,396 2192,6792

Uyum 1 10963,683 10963,683

Eksikligi

Saf hata 4 1,71325 0,4283125

F=Hata! = Hata! = 0,092 <F 1,5 = 13,27

oldugundan birinci dereceden modelde uyum eksikligi yoktur. Bu nedenle tercih
edilen gozlem degerleri icin yukaridaki birinci dereceden model yeterlidir. Ancak

arastirmada elde edilen veriler asagidaki gibi ise :

Dogal Kodlanmis Uriin (Ib/pars.)

Giibre 1Giibre 2 x| Xp Tek.1 Tek.2
50 I3 -1 -1 7,52 8,12
120 15 1 -1 12,37 11,84
50 25 -1 1 13,55 12,35
120 25 1 1 16,48 15,32
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355 20 A2 0
1345 20 A2 0
85 12,9 0 A2
85 271 0 A2
85 20 0 0
Kodlanmig degerler,
2(X, - Xi
X = (X, ) ve
Ri
< 120+50

R, =120-50, X1=T=85

- 15+25
R,=25-15, X2=T=20
seklinde yazilir.
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8,63
14,22
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16,49
15,73

944
12,59
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17,40
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2
2

2
1

X; Xy X4X, X

1

1-1-1 1 1 1

1-1-1 1
1-1-1
1-1-1

1
1

1
1

1
1

1-1
1-1

1-1
1-1

1

~

1

1-J20 0 2 0

1-J20 0 2 0

o N NNNo

N N O O O OO
o O O O O OO

o ol@8ggo
R LVA% o oo

D D . M e e W w

0 0 0 0ligxe

1

7,52
812

12,37
11,84
13,55
12,35
16,48
15,32
8,63

9,44

14,22
12,59
7,90

7,33

16,49
17,40
15,73

17,00 1851




by [ 0.5 0 0 0 -025 -025] [2247 [1¢€
b, 0 00625 0 0 0 0 22,10 1,3
= | b, ooy 0 0 00625 0 0 0 44,72 2,
B= =(X'X) XY= * =
b, 0 0 0 0125 0 0 2,67 0,
b, —025 0 0 0 0,25 0,109 187,31 .
1525 Jexy |-025 0 0 0 0109 0125 | o [19579)c; |

¥ =16,43 +1,381X, +2,795X, — 0,34X, X, — 2,494 X% 1,96 X5

(0,845) (0,297) (0,297) (0,422)  (0,495) (0495)

Seklinde yazilir. Parantez i¢indeki sayilar kestirilmis standart hatalar olup asagidaki gibi hesaplanmistir.

Y =2244T_ 45 467
18
18 _
KT =(SST)= Y (Y, - Y)* =2215218
u=1

18-1=17 s.d. ile

n Y, _
KTSH = (SSPE) = ZZ(YU/ - Y/, )2 = 4,74

/=1 u=1

9s.d.ile
18 A
RKT = (SSR) = Y _(Y(x,)—12,467)" =196,618 ;
u=1

ile
12 o

HKT=SSE)= Y (Y, — Y(X,))? =SST-SSR=18.6
u=1

s.d. ile
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p_SSR/4 491545
SSE/13 16,5552 —F, <F

Hesap Tablo
F0.01,4.13 =7,70

Oldugundan kestirilmis modelde uyum eksikligi yoktur.
OKH = (MSE) = Hata! SSE = Hata! = Hata! ) 1,430 =S’
bo= 16,43 =/cgS> = Hata! = 0,845

by =1,381 =/c;;S* = Hata! = 0,297

b= 0,334 =/c,,S* = Hata! = 0,422

A[c338? = Hata! = 0,495

c44S? = Hata! = 0,495

b, 2
B=| = 2 |-|—2494 -0167
| by, ~1-0167 -1964
2 P
g _[-0403 0034 b_[1381
| 0034 -0512 12,795

_ ay -0,403 0,034 (1381 |_|-0,23
Xo = Hata! Bb = Hata! [ 0034 - 051 2} : [2,795} - [— 0,69}
Oldugunda kestirmis modelde uyum eksikligi yoktur. Duragan nokta dordiincii
bolgededir.

'
0

Bu noktadaki tepki Yo =b, + =15,199 olup, veri tablosundan da gériilecegi

gibi her iki giibrenin yaklagik olarak en iist diizeyde kullanilmasi ile bu iiriin elde edilir..

—2494 — )\ -0167| _ 2 _
B-Al =" 0167  —1964 3= +44581+4,898-0,0278 =0
A12= Hata! = Hata!

A =-2,542, M=-1916

A1 ve Ay < 0 oldugunda duragan nokta bir maksimum tepki noktasidir. Bu da yukarida
yorumladigimiz duragan nokta ile tepki iligkisinin dogrulugunun bir bagka 6l¢iitiidiir.
(Z1,Z,) = (X;+0.23 , X,+0.69)

Y(2)=Y¢+ZBZ, W= (W, W,)' olmak iizere W =M'Z
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() _ _2,542 O
MBM = [ 0 —1,916}’

ZBZ =252 WZ-1916 W? = ¥(2) = 15,199 - 2,542 W7 - 1,916 W

~2494+2542  -0167 |m,] [0
~0167  -1964+2542|m, | |0

0,048m11 0,167m12=0
-0,167m11+2,578m12=0

denklemde mj,=1 = m;,=0,87425 ,
1 1

ZBZ=WMBMW = A, W/ + A, W?

A =-2,542 = [

m121 + m122 =1 normalize etme kosulu ile ilk

my, = = =0,961
JP +(0,287425)> 104

m,, = 1 = 028725 =0276 = m, = [0’961}
J1+(028725)* 104 0276

X2=_1’916:[—2,494+1,96 - 0,167 }[mm}:m

-0,167 -1964 +1960 | m,, 0
-0,534m210,167m22=0
-0,167m210,004m22=0

normalize etme kosulu ile ilk denklemden
My,=1 = My, =-03127 =

m, - 13127 13127 o,
JE+(13127¢ 1650
1 —0795}

My =—+——=0606=m =[ '

2 Mr(13127) > | 0606
W, [ 0961 02767 [X,+023

W, |=|-0795 0606 |"|X,+069
bulunur.
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W2 W1

(W1,W2)=(0,1) (W1,W2)=(1,0)

X X>¢eksenlerinin WAW, eksenlerine doniisiimii.

SONUC
Uygulamada merkez nokta ve merkezden esit uzakliktaki noktalarda elde
edilen iiriin ihmal edildiginde veri degerleri birinci dereceden bir polinomal model
ile tasarlanabilir. Ancak verilerin timii tekrarli halde kullanildiginda, ikinci
dereceden bir model ile bir merkezi birlesik dondiiriilebilir tasarim yapilabilir ve
duragan noktada maksimum iiriin elde edilir. Tepki yilizeyinin geometrik yapisi
ise, denklemi bulunan kanonik form ile beli olan bir koniktir.
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