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DAGITIM PROBLEMININ OPTIMALLIK KOSULLARININ
INCELENMESI

(INVESTIGATION OF OPTIMALITY CONDITIONS OF
THE TRANSPORTATION PROBLEM)

Siileyman SAFAK*
OZET/ABSTRACT

Bu c¢alismada, m ¢ikig ve n varish bir dagitim probleminin optimallik kosullari, Lagrange
fonksiyonu ve Hessian matrisinin 6zellikleri kullanilarak incelenmistir. Problemin ve
indirgenmis halinin ayni cebirsel 6zelliklere sahip oldugu goriilmiistiir.

In this study, optimality conditions of the transportation problem with m origins and n
destinations have been investigated by using properties of Lagrange functions and Hessian
matrix. It is shown that the problem and its reduced cases have common algebraic
characterizations.
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1. GIRiS

Dagitim problemi, dogrusal programlamanin ilk problemlerindendir. Ilk kez 1941 de
Hitchcock tarafindan ortaya atilan, 1947 de Koopmans tarafindan ayrintilari ile incelenen ve
1951 de Dantzig tarafindan Simplex yontemi ile ¢6ziimii yapilan dagitim problemi,
kaynaklarin (sources) bir kiimesinden tiiketenlerin (sinks) bir kiimesine minimum maliyette
gondermeler olarak tanimlanir (Bazaraa vd., 1990; Bulut 1982, 1991; Bulut vd., 1993; Ford
vd., 1962).

Dagitim problemi, bir ¢ok bilimci tarafindan ele alinmig ve farkli ydntemlerle
incelenmistir (Bazaraa vd., 1990; Carre, 1979; Hu, 1970; Simonnard, 1966). Son yillarda,
dagitim probleminin ag (network) teknikleriyle incelenmesi dikkat c¢ekmektedir. Bu
calismada da, dagitim problemi 6zel bir ¢izge (graph) problemi olarak ele alinmis ve
problemin Lagrange fonksiyonu ile Hessian matrisinin 6zellikleri kullanilarak incelenmistir.
Elde edilen bulgularin (Pyle, 1972) ve (Bulut, 1991) tarafindan verilen sonuglar1 sagladigi
gorilmiistiir.

2. DAGITIM PROBLEMIi
m ¢ikis ve n varigh bir dagitim problemi

Min{ng‘Mgz,b’, 1 a=1 b,;ZO} (1)

dir. Burada

M = 1, ®I |a
I, ®1, |’ r= b
a' :[al,az,..., am], b" :[bl,bz,..., bn]
ET 2[01190129""Cmn]’ KT :[XII’X123""an]
I, tiim elemanlar1 1 olan 1xm boyutlu vektor ve ® , Kronecker ¢arpma islemi olup; M
GoG, =( S, D, SxD) 2)
ile taniml1 iki kisimli ¢izgenin (bipartite graph) baglant1 matrisidir (Bulut, 1982).

Denklem 1’in, temel (basic) ve temel olmayan bilinmeyenlere bagli olarak diizenlenebilir.
Eger x,; ve Xy, strasi ile, temel ve temel olmayan bilinmeyenlerin vektorleri ve |B| # 0 ise,

Denklem 1
Min{ ¢, xp +cy x| Bxg + Nxy = 8 x5 20, x, 20 | 3)
bi¢ciminde yazilabilir. Burada

x' =[x3,%xy 1 ¢ =[cy ey ] ve A=[B,N]
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dir. Denklem 3’{in Simplex cizelgesi

B of B N p] |I B'N B'p @
—¢,'B' 1’ e 0] |0 ¢-¢'B'N -¢,/B'p

dir. Buradan
Xy =0 ve ¢ 'x= —gBTB'lé &)

oldugu goriiliir.
Denklem 4’de, d = QNT - QBTB‘IN vektoriine Denklem 1’in optimallik kosulu denir. Eger
d>0ise, x' =[x, ,Xy ] problemin en iyi ¢oziimii olur. Eger d <0 ise, X' =[X; ,Xy |
en iyi ¢oziim olmaz ve bu durumda Simplex yontemi tekrar uygulanir (Bazaraa vd., 1990;
Carre, 1979; Marlow, 1978; Simonnard, 1966).
M, (m+n)xmn boyutlu m+n-1 rankli bir matristir. Bu nedenle, Denklem 1, Denklem 1’°de
Mx = g sisteminden m+n-1 denklem alinarak ¢oziilebilir. Asagidaki problem, Mx = g

sisteminin birinci denklemi kaldirilarak elde edilmistir.

Min{QTz‘T§=g,§20 } (6)
dir. Burada
0 1 ®I T
T= nomb et —la,,..a_,b,..b 7
Ln 1n®1m.1} g =laztn by ] @)

dir (Bulut, 1982). Denklem 6’ya, Denklem 1’in indirgenmis problemi denir. Dikkat edilirse, T
matrisi (m+n-1)xmn boyutlu ve m+n-1 rankl bir matristir.

3. DAGITIM PROBLEMINiN OPTIMALLIK KOSULLARI

Denklem 6°da verilen problemin Lagrange fonksiyonu ve Hessian matrisi yazilabilir. Eger
Xy = Wij2 alinirsa, Denklem 6

Min{gTy‘Ty:g} )
biciminde yazilabilir. Denklem 8’in Lagrange fonksiyonu

L(wp, Wy, A) =cy Wy +ey wy+4' (g—Bwy —Nwy) ©)
olup

T:[Ba N], QT Z[QBTa QNT]a WT Z[WBTa WNT]

ve
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2

T_[ 2 2]
W =W Wi e Wi

dir. Burada w, ve w,, strast ile, temel ve temel olmayan bilinmeyenlerin vektorleridir.
Denklem 9’dan

oL T T

=2lc, -4 B =0 10
7y =2’ 28D, (10
oL T T
—=2lcy, -4 N =0 11
S~ A AN, (1)
oL
izg—BEB—NENZO (12)

yazilir. Burada D, ve D, sirasi ile, kdsegenleri temel ve temel olmayan degiskenler olan
kosegen matrislerdir. Denklem 4, 10, 11 ve 12°den

[

—
Il

el
@

—
w
=

@

Il
vs)
UQ._a
=

Z
Il
=

(13)

Ve

T

d :QNT _QBTB_lN (14)

elde edilir. Burada d, (m-1)(n-1)x1 boyutlu vektor olup; optimallik kosulu olarak adlandirilir.
Denklem 9’un Hessian matrisi

P 0 Q
H,=2l 0 R U (15)
Q" U" 0

olarak elde edilir. Burada

P=Kés{d,.dy,...d, .., }» R=Kos{d ., .d ,.»re0d, |
0 0 - 0 -w,;, 0 0 0 |
0 0 - 0 0 -w, 0 0
- 0 0 0 0 0 0 -w,
- Wy, 0 0 - Wy, 0 0 0
0 -wy, 0 - Wy, 0 0 0
. 0 0 W W, 0 0 0 |

\
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-w, 0 0 -w,, 0 ]

0 -wy, 0 -wy, 0 0

U- 0 0 -W,, W, 0 - 0
- W, 0 0 -w,, 0
0 -wy 0 -wy 0

0 0 W W 0 0

dir.

Teorem 3.1: Denklem 8’in optimal ¢oziimii w,, ise

0 0 Q
Hy(w,)=2 0 R 0 (16)
Q" 0 0
dir. Burada, R pozitif taniml1 matristir.
Kanit: Denklem 13, 14 ve 15 kullanilarak kanitlanabilir. Varsayalim ki
4" =[d s Ay Aoy |
olsun. Buna gore asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.
Sonug¢ 3.1: x,, Denklem 7’nin en iy1 ¢6ziimii ise d >0 dur.
Sonug¢ 3.2: H;(w,) matrisinin 6zdenklemi
Hy ()=l = 2™ ™ (d L = p0).(dy, = u)%(BDBZBT -#’D =0 (17)

dir.

Gortildiigi gibi, dagitim probleminin optimal ¢oziimii Q ve R matrislerine baglidir. Bu
sonug, dagitim probleminin, Q ve R matrislerinin Ozellikleriyle incelenebilecegini
gostermektedir. Burada, Q optimal ¢oziimii ve R de optimallik kosulunu vermektedir. Ayrica;

Al=c BTB'l duyarlilik katsayist ise ikilem (dual) probleminin ¢ézlimiine karsilik gelmektedir.
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