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OZET / ABSTRACT

Bu calismada, matris denklemlerinin iki indisli diizlemsel dagitim problemine uygulamasi
ele alinmis ve problemin matris denklemleri cinsinden formiilasyonu yapilarak ¢dziimii
incelenmistir.

In this study, the application of matrix equations to two-index transportation problem is
considered and the solution of the problem has been investigated by formulating it in terms of
matrix equations.
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1. GIRIS

Iki indisli dagitim problemi, dogrusal programlamanin 6zel bir bi¢imidir. Ilk olarak 1941
yilinda Hitchcock tarafindan ortaya atilan, 1947 de Koopmans tarafindan ayrintilariyla
incelenen ve 1951 yilinda da Dantzig tarafindan Simplex yontemine uygulanan bu problem,
cikislarin bir kiimesinden varislarin bir kiimesine minimum maliyetli gondermeler olarak
tanimlanir.

Varsayalim ki, problem m ¢ikis ve n varish olsun. c; ler i ¢ikistan, | variga birim
maliyetler; x;j ler i ¢ikistan, ] varisa gondermeler, a; ler sunumlar ve b; ler de istemler olmak
tizere iki indisli dagitim problemi bir dogrusal programlama problemi olarak

Min {ch‘ Mx=g.,1 a=1'b, XZO} (1)

bi¢iminde ifade edilir. Burada,

aT=[a1, ap, ... ,am], bT=[b1, bz, ,bn], CT=[C11, C12, ... ,Cmn],
ve

XT=[X11, X12, ... ,an] Ve gT=[aT, bT]
dir.

M, (mtn)x mn boyutlu ve m+n-1 rankli katsayilar matrisidir. Bu matris, Kronecker
carpimlar cinsinden

1 ®1,
|\/|=L @14 *

biciminde yazilabilir. Burada; 1, tiim elemanlar1 1 olan 1xn boyutlu vektdr ve I, nxn boyutlu
birim matristir(Bulut, 1982;Bulut, 1991).

Dagitim problemi, dogrusal programlamanin ilk problemlerindendir. Bu problem, bir¢ok
yazar tarafindan ele alinmis ve degisik yontemlerle incelenmistir. Bu calismada, Bulut
tarafindan(Bulut, 1991) tanimlanan dagitim probleminin matris denklemleri cinsinden
formiilasyonu yapilarak ¢6ziimii incelenecektir.

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, dagitim probleminin matris denklemleriyle incelenmesinde temel olusturan
tanim ve teoremleri ele alacagiz.
Tanim 2.1 A=[a;;] , mxn ve B=[b;;] , pxq boyutlu iki matris olsun. mpxng boyutlu,

A® B=[Ab;] (3)

matrisine A ve B nin Kronecker ¢arpimi denir. A ile B sirastyla mxm ve nxn boyutlu kare
matrisler olmak tizere elde edilen

A®B=AQ®I+],®B 4)



Fen ve Miihendislik Dergisi Cilt: 2 Say1: 1 Sayfa No: 145

matrisine de A ve B nin Kronecker toplami adi verilir(Ben-Israel vd..., 1974; Graybill, 1969).
Tanmim 2.2 A=[a;] ve B=[b;] mxn boyutlu matrisler olmak tizere mxn boyutlu

A*B = [ajjbj] (5)

matrisine A ve B nin Hadamard ¢arpimi denir (Rao vd..., 1971).
Tamm 2.3 A mxn boyutlu ve r < min(mn) rankli bir matris olsun. Asagidaki dort kosulu
saglayan nxmboyutlu A" matrisine A nin genellestirilmis tersi denir :

i) ATAA"=A"
i) AATA=A
iii) (AA") =AA"
iv) (ATA)" =A"A

(6)

(Ben-Israel vd..., 1974; Graybill, 1969).
Teorem 2.1 A mxn, C mxp, B pxq ve D nxg boyutlu matrisler olsun. AX=C, XB=D matris
denklemlerinin ortak bir ¢6ziimiinlin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul AD=CB ve genel
¢Ozimi

X=A"C+DB" - A"ADB" + (I-A"A)H(I-BB") (7)
dir. Burada, H keyfi matristir (Ben-Israel vd...,1974; Rao vd...,1971).
3. DAGITIM PROBLEMLERININ MATRiS DENKLEMI iLE GOSTERIMI

(1.1) in esdegerini kullanarak dagitim problemini matris denklemleri cinsinden yazmak
olanaklhidir. (1.1) in esdegert,

Min {cTX‘MTMx:MTg,XZO} (8)
dir (Bulut, 1991). Burada,

M M=J, @I ®Jm )
Ve

M'g=1,®a + b®1, (10)
dir. Dikkat edilirse (3.1) problemi,

Min {¢"x|(J, @7, )x=1, ®a+b®1,,x>0} (11)

biciminde ifade edilebilir(Bulut vd..., 1993).
Varsayalim ki,
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a,+b, a,+b, - a_+b,
G- a,+b, a,+b, - am+b2’ (12)
a,+b, a,+b, -+ a_+b,
X =[X1, X2, eee s Xm] » C =[€1, €2, eee , Cm] (13)
ve
X=[Xi1,X02 - oXin] s €=[Ci1,Ci2per-sCin] 5 1=1,2,...,m (14)

olsun. Burada; X gondermelerin matrisi, C maliyet matrisi, G sunum-istemlerin matrisidir.
Buradan,

Min{17(C*X)1,|J,X+XJ, =G,X >0} (15)

elde edilir.
Sonu¢ 3.1 (3.8) probleminin amag fonksiyonu

17(C+X),, =iz(cx") (16)

dir. Burada * , Hadamard ¢arpimidir.

Sonu¢ 3.1, Hadamard c¢arpim ve matrislerdeki iz tanimi kullanilarak kolayca
kanitlanabilir. Bunu kullanarak asagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonug¢ 3.2 (1.1) probleminin esdegeri,

Min { I2(CX")|J,X+XJ,, =G, X >0 (17)
dir.
Kamit Denklem(3.8) ve (3.9) kullanarak kanitlanir.
Simdi de,

E=a'®1, ve D=1,, ®b (18)

olmak tizere
I.X=E , XJ,=D (19)
matrislerini ele alalim. Dikkat edilirse, E+D=G dir. Buradan, asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.1 Problem (3.10) un uygun(feasible) ¢dzlimiiniin olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul, J,D=EJ,, ve problemin uygun ¢oziimii

=l(aT ®1, )+ i(ln —lJnj(lfn ®b)+[ln —lJn)H[Im —iij (20)

n m n n m

dir. Burada, H keyfi matristir.
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Kanit Teorem 2.1 kullanilarak kanitlanir.
Sonug¢ 3.3 Problem (3.10) un uygun ¢6ziimii

Lare1,)+ LYY (1T ®b)+ YYTHZZT 1)
n m

dir. Burada Y=[y2,y3,...,yn] ve ZZ[ZZ,Z3,.. z ], sirastyla, J, ve J, matrislerinin sifir

0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerin olusturdugu matrislerdir.
Kamit Teorem 3.1 ve (Ozel, 1998) den yararlanarak kanitlanr.

Bu sonug, dagitim probleminin matris denklemleri cinsinden incelenebilecegini,
coziilebilecegini ve ¢oziimiiniin J, ve J, matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorlerine bagl olarak
ortaya ¢iktigini gostermektedir.
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