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BURGER DENKLEMININ SAYISAL COZUMLERI
ICIN SONLU FARK METOTLARI

B.SAKA "& D.IRK "

Ozet

Pargalanmis Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri klasik sonlu fark metodu
kullanilarak elde edildi. Burger denkleminin sayisal ¢oztimleri, Burger
denklemine dogrudan uygulanan sonlu fark metodunun sonuglaryla
karsilastirildi.

1. Giris

Bu ¢alismada, sonlu farklar metodu kullanilarak Burger denkleminin ve pargalanmis
Burger denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. [1] ve [4] de, Burger denklemi
lineer hale getirilip, keyfi baslangi¢c ve sinir kosullari kullanilarak denklemin tam
¢oziimii bulunmustur. [6] da, kiibik spline kullanilarak bir ve iki boyutlu Burger
denkleminin sonlu farklar metodu ile sayisal ¢6ziimii tizerinde calisilmistir. [7] de,
bir ve iki boyutlu Burger denklemleri ikiye pargalandiktan sonra kiibik spline
kullanilarak sonlu farklar metoduyla sayisal ¢oziimii elde edilmistir. [3] de, bir ve iki
boyutlu Burger denkleminin bes ve yedi noktali sonlu farklar metoduyla, lineer,
kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlari kullanilarak sonlu elemanlar metoduyla
sayisal ¢oziimu tizerinde ¢alisiimis ve bulunan sonuglar birbirleriyle kiyaslamistir.
[2] de, sonlu farklar metodunun bir uygulamasi olan explicit grub metodu
kullanilarak, Burger denklemi sayisal olarak ¢oziilmiis ve metodun kararhlig:
incelenmistir. [5] de, Burger denklemi ikiye pargalanarak sonlu farklar metoduyla
sayisal ¢oziimii tizerinde ¢alisilmistir. [8] de, Burger denklemi iige pargalandiktan
sonra sonlu farklar metodu kullanilarak sayisal ¢oztiimii lizerinde ¢alisilmis ve yerel
kesme hatasi bulunarak kullandiklari metodun kararlihigini incelemislerdir. [9] da,
sonlu farklar metodunun bir uygulamasi olan explicit ve exact-explicit metotlari
kullanilarak Burger denkleminin sayisal ¢oziimii verilmistir.

Us degisik metotla Burger denkleminin sayisal ¢oziimlerini bulmaya calistik.
Oncelikle, klasik sonlu farklar metodunu (SF1) kullanarak bir algoritma yazdik.
Ikinci olarak, Burger denklemine zamana gore pargalanma uyguladik ve parcalanmis
Burger denklemini yine sonlu fark metodunu (SF2) kullanarak ¢ozdiik. Son olarak,
Burger denklemine konuma gore parcalama uygulayarak, denklemin bu formu
icinde sonlu fark metodunu (SF3) kullanarak sayisal ¢oziimlerini elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Fark Metotlar1, Burger Denklemi
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2. BURGER DENKLEMIi VE COZUM ALGORITMALARI
A pozitif bir parametre olmak iizere, [a,b] araliginda tanimli;
(1) U+UU,- A U,,=0
formundaki lineer olmayan Burger denkleminin,
(2) Uat)=0,,U,H=a,
Ux(a,t)=U(b,H)=0, te (0,T]
sinir sartlari ve
(3)  U(x,0)=f(x), a<x<b

baslangi¢ sart1 altindaki sayisal ¢oziimlerini bulmaya ¢alisacagiz. Buradaki t ve x
indisleri tiirevleri gostermektedir. f(x) ise, daha sonra secilecektir.

Xm © ler bolinme noktalarinin koordinatlari olmak tzere, [a,b] ¢6ziim bolgesinin
diizenli bir boliintiisi

a=xo<X|<...<Xy=b, h=x,-X,.;, m=1,2,...N
ve zaman parametresi t olmak iizere, zaman adimi At olsun.

2.1. Metot I

U fonksiyonu, U, birinci tiirevi ve Uy, ikinci tiirevi, x, boéliinme noktalarinda
sirastyla

U=l Dyxa)= Uy, Uggltiad= Uy,
ile tanimlansin.

Birinci tiirev igin

Uit -Una

@ (Udn= o

ile verilen fark yaklagimi ve ikinci tiirev igin
Um+1 B 2Um + Um—l

hZ

(5) (UXX)IH =

ile verilen fark yaklasimi yardimiyla denklem (1),
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Um+1'Um-1 Um+l'2Um+Um—1

=, 2

6) Um+zpy
m=1,...,N-1

seklinde yazilabilir. Burada  zamana gore tiirevi gostermektedir ve z,,=U,, ,
denklem (6) da ki lineer olmayan terimi ayirt etmek igin kullaniimistir.

Uy, ve Uy, in zamana gore tirevi n ve ntl adimlarindaki lineer interpolasyonla
sirastyla
Un+1+Un ° Un+1_Un
T UpteSee M. Ty e-B B
2 At

olarak ifade edildiginde, (6) dan,

(8) a, UMl+a, UM 4a; UM =2, U | +a, U -a; U,
m=1,...,N-1

denklem sistemi elde edilir. Burada

a;=-2 A At-hz, At

a= 4 A At+4h?

a3=-2 A At +hz, At

a;=-4 A At +4h*

dir.

Yukaridaki sistem, N-1 denklem ve N+1 bilinmeyen ¢6ziim parametresinden olusur.

U(a,t)=U(b,t)=0 sinir sartlari kullanilarak Uy, UY in eliminasyonu sonucunda

¢oziilebilir (N-1)x (N-1) matris sistemine ulagilir. Bu matris sistemi kdsegenseldir
ve Thomas algoritmasi ile kolaylikla ¢oziilebilir.

Bolinme noktalarindaki U} ¢oziimlerini (8) iterasyon denkleminden elde

edilebilmek i¢in U?n baslangi¢ ¢ozlimleri
U(Xmao):f(xm)v m=0,...,N.
baslangi¢ sartindan elde edilir.

2.2. Metot II

Burger denkleminin zamana gore pargalanmis formundaki denkleme sonlu fark
metodu uygulayacagiz. Boylece par¢alanmis sonlu fark denklemi

89



DPU Fen Bilimleri Enstitiisi Dergisi Burger Denkleminin Sayisal Goziimleri igin Sonlu

5. Sayi (Aralik 2003) Fark Metotian
B. Saka & D. Irk

)  Ur22U,=0,
(10) U+2UU,=0
olarak yeniden yazilabilir.

(4,5) denklemlerindeki U, ve Uy tiirevleri (9,10) denklemlerinde yerlerine yazilirsa,

: -2 U
(11) Um-Z)u(UmH U7m+ m-1 ):0’
h?2
§ Upy -U
12) U +2z,( —2—20)=0
(12) ( 3h )

birinci mertebeden adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada ~ zamana
gore tiirevi gostermektedir ve z,=U,, , denklem (12) de ki lineer olmayan terimi
ayirt etmek icin kullanilmistir.

U, ve Uy, in zamana gore tiirevinin n ve n+1/2 adimlarindaki

Un +Un+1/2 ° Un+|/2 _Un
(13) Um ~ m m , Um ~ m m
4 At

ifadeleri (11) denkleminde yerlerine yazilirsa,

(14)  -AAt U240, U2 QA UM =AAL UR |, +a, U +AAL U,

m-1
denklem sistemi elde edilir. Burada

a,=2AAt +2h >

a;=- 2AAt + 2h
dir.

Benzer sekilde, U,, ve U, in zamana gore tiirevinin n+1/2 ve n+1 adimlarindaki

& Un+l _Un+1/2
Um ~ m m
At

Un+|/2 + Un
(15) ijz - ¢~

ifadeleri (12) denkleminde yerlerine yazilirsa,

(16) -z, At UN +4h Un 4z At Uil =2 At U 4ah U2 5 At UDH

1

denklem sistemi bulunur.
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(14) ve (16) sistemleri, Burger denkleminin sayisal ¢dziim algoritmasini olusturur.
Bu sistemler, N-1 denklem ve N+1 bilinmeyenden olusur. Bélgenin her iki ucundaki

sinir sartlari kullanilarak sistemlerden, Ug, Uy parametreleri elimine edilerek (N-

1)x (N-1) kosegensel denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemlerde Thomas
algoritmasi kullanilarak ¢oziiliir.

(14) ve (16) sistemlerini kullanarak U}, iterasyon ¢oziimlerine baslayabilmek icin
Uf; baslangi¢ sayisal ¢oztimleri,
Utks:0)=f(x)s.  m=0;:: ;N
baslangi¢ sarti kullanilarak bulunur.
2.3. Metot III
Burada (1) denklemini farkli bir sekilde pargalayarak sayisal ¢oziim elde edilmistir.
Bunun i¢in (1) denklemine V(x,t)=U,(x,t) doniisimii uygulandi. Bu islem
sonucunda Burger denklemi, sinir ve baslangig sartlar
(17)  U#+UU,- A V=0,

V-U,,=0

(18) Ua=0,, Ub,h=0,, V(@a=V(bn=0, 0

Ux,0=f(x), V(x0)=f (x), a<x<b

olarak yeniden yazilabilir. Denklem (17) de, (4,5) kullanilarak z,,=U,, olmak iizere;

: U -U
(19) Um+zy—22L _—01 ) v,=0,
2h
Vm‘ Um+l '2Uﬂ’m + Um«l =0
h?2
m=1,...,N-1

elde edilir. Burada ~ zamana gore tiirevi gdstermektedir.

(19) sisteminin diizenlenmesiyle de 2N-2 denklemden ve 2N+2 bilinmeyenden
olusan,

(20)  -znAt Upi i +4h UST 20 h At VI 4 2, At U =
ZnAt U +4h UL +2AhAt V2 -z At U
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n

Y it T Y O T LG B R g T g L
m=1,...,N-1
denklem sistemine ulagilir.

Up=0, V=0, Ux=0 ve V=0 sinir sartlar1 (20) sistemine adapte edildikten sonra
bulunan (2N-2)x (2N-2) kosegensel denklem sistemi Thomas algoritmasi ile
¢oziilir.

Uxm0)=f(Xm)s  V(xm0)=f (x), m=0,....N

baslangi¢ sarti yardimiyla t=0 zamanindaki ¢6ziimlerin kullaniimasiyla da U" ve V"
¢oziimleri (20) iterasyon denklem sistemi yardimiyla elde edilir.

3. TEST PROBLEMI

Lineer olmayan Burger denkleminin sayisal ¢6ziimleri asagida verilen baslangig ve
sinir sartlar1 kullanilarak arastiriimistir.

[a,b] tanim araliginda;

(21) U, 0)=sin(mx) a<x<b
baslangig sarti ve

(22)  U(a,n=U(b,t)=0 >0

U'(a,t) = Ul(b,t) =0 ©0
sinir sartlari altindaki sayisal ¢oziim elde edilmistir.

Yukarida vermis oldugumuz baslangi¢ ve sinir sartlari altindaki lineer olmayan
Burger denklemi igin analitik ¢oziim, sonsuz seriler cinsinden I; ler Bessel
fonksiyonlari olmak iizere;

4nk§j1j(~1~) sin(jmx) exp(—j>m*At)
j=l 27A

(23 UxH=—y —
lo(5)+ 25 (o) cos(imx) exp(=j"m"At)

olarak verilmistir [1].

Bu test probleminde, sayisal ¢oziimlerin dogrulugunu kontrol edebilmek ig¢in (1)
denklemiyle beraber [0,1] tanim araliginda; (21) baslangig sart1 ve (22) sinir sartlari
kullanmldi. Sayisal ¢oziimde A =1 parametresi ve zaman artimi olarak At =0.01
alindi. Konum artimlari sirastyla h=0.25, h=0.125 ve h=0.0625 alinarak hesaplanan
sayisal ¢Oziimler farkli metotlar igin Tablo 1,2,3 de verildi. Tim sonuglar
incelendiginde konum aralklar kigiildik¢e sayisal metotlarin daha iyi sonuglar
verdigi gézlendi ve h=0.0625 i¢in yapilan hesaplamalarda en iyi sonuglar bulundu.
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Tablo 1: A =1 iken sayisal ve analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF1).

X t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonug
0.00 | 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 | 0.4213. 04141 0.4123 0.4131
0.25 | 0.10 | 0.2642 0.2557 0.2535 0.2536
0.15 | 0.1672 0.1589 0.1568 0.1566
0.20 | 0.1058 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 | 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 | 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091
0.50 | 0.10 | 0.3904 0.3758 0.3722 0.3716
0.15 ] 0.2443 0.2308 0.2275 0.2268
0.20 | 0.1529 0.1418 0.1390 0.1385
0.25 | 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 | 0.7064 0.70064 0.7064 0.7071
0.05 | 0.4638 0.4541 0.4516 0.4502
0.75 ] 0.10 | 0.2893 0.2768 0.2737 0.2726
0.15 | 0.1788 0.1678 0.1651 0.1644
0.20 | 0.1106 0.1020 0.1000 0.0964
0.25 | 0.0687 0.0622 0.0607 0.0603
Tablo 2: A =1 iken sayisal ve analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF2).
X t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonug
0.00 | 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 | 0.4212 0.4137 0.4118 0.4131
0.25 | 0.10 | 0.2641 0.2554 0.2533 0.2536
0.15 | 0.1672 0.1588 0.1567 0.1566
0.20 | 0.1057 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 | 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 | 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091
0.50 | 0.10 | 0.3904 0.3759 0.3723 0.3716
0.15 | 0.2443 0.2308 0:2275 0.2268
0.20 | 0.1529 0.1418 0.1391 0.1385
0.25 | 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 | 0.7064 0.7064 0.7064 0.7071
0.05 | 0.4639 0.4547 0.4523 0.4502
0.75 ] 0.10 | 0.2894 0.2771 0.2741 0.2726
0.15 | 0.1788 0.1679 0.1653 0.1644
0.20 | 0.1106 0.1021 0.1000 0.0964
0.25 | 0.0687 0.0623 0.0607 0.0603
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Tablo 3: A =1 iken sayisal ve analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF3).

X t h=0.25 h=0.125 h=0.0625 Analitik Sonug
0.00 | 0.7073 0.7073 0.7073 0.7071
0.05 | 0.4213 0.4141 04123 0.4131
0.25 | 0.10 | 0.2642 0.2557 0.2535 0.2536
0.15 | 0.1672 0.1589 0.1568 0.1566
0.20 | 0.1058 0.0985 0.0967 0.0964
0.25 | 0.0667 0.0609 0.0595 0.0592
0.00 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.05 | 0.6243 0.6124 0.6094 0.6091
0.50 | 0.10 | 0.3904 0.3758 0.3722 0.3716
0.15 | 0.2443 0.2308 0.2275 0.2268
0.20 | 0.1529 0.1418 0.1390 0.1385
0.25 | 0.0957 0.0871 0.0850 0.0845
0.00 | 0.7064 0.7064 0.7064 0.7071
0.05 | 0.4638 0.4541 0.4516 0.4502
0.75 | 0.10 | 0.2897 0.2768 0.2737 0.2726
0.15] 0.1788 0.1678 0.1651 0.1644
0.20 | 0.1106 0.1020 0.1000 0.0964
0.25 | 0.0687 0.0622 0.0607 0.0603

A, h ve At igin segilen farkli durumlarda sayisal sonuglar ile analitik sonuglar
Tablo 4,5,6 da verildi. A igin bilyiik degerler alindiginda sayisal yontemin daha iyi
sonuglar verdigi gorildi.

Tablo 4: t=0.5 aninda sayisal sonuglarla analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF1).

A =0.01 A=0.01 A =0.001 A =0.001

h=1/36 Analitik h=1/216 Analitik
X At =0.01 Sonug At =0.125 Sonug
0.500 | 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 | 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 | 0.705 0.707 0.679 0.715
0.667 | 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 | 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 | 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 | 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 | 0.935 0.934 0.994 0.959
0.944 | 0.941 0.937. 1.063 0.959
1.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000
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Tablo 5: t=0.5 aninda sayisal sonuglarla analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF2).

A=0.01 A =0.01 A =0.001 A =0.001

h=1/36 Analitik h=1/216 Analitik
X At =0.01 Sonug At =0.125 Sonug
0.500 | 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 | 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 | 0.704 0.707 0.679 0.715
0.667 | 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 | 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 | 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 | 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 | 0.935 0.934 0.993 0.959
0.944 | 0.941 0.937 1.060 0.959
1.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000

Tablo 6: t=0.5 aninda sayisal sonuglarla analitik sonuglarin kiyaslanmasi (SF3).

A =0.01 A =0.01 A =0.001 A =0.001

h=1/36 Analitik h=1/216 Analitik
X At =0.01 Sonug At =0.125 Sonug
0.500 | 0.586 0.589 0.557 0.595
0.556 | 0.646 0.649 0.619 0.656
0.611 | 0.705 0.707 0.679 0.715
0.667 | 0.760 0.762 0.740 0.772
0.722 | 0.812 0.814 0.800 0.826
0.778 | 0.860 0.861 0.861 0.876
0.833 | 0.902 0.902 0.924 0.921
0.889 | 0.935 0.934 0.994 0.959
0.944 | 0.941 0.937 1.063 0.959
1.000 | 0.000 0.000 0.000 0.000

4. SONUC

Burger denklemine pargalama islemi uyguladiktan sonra, Burger denklemi igin
sonlu fark metotlarmi gelistirdik. Gordik ki, Burger denkleminin sayisal
¢oziimlerini bulmak i¢in gelistirdigimiz SF1, SF2 ve SF3 algoritmalari arasinda
sonuglar bakimindan fazla bir fark goziikmemektedir. Dolayisiyla bu denklem igin
sonlu fark yaklasimlarini uygularken, par¢alama isleminin bize getirdigi fazla bir
avantaj bulunmamaktadir.
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FINITE DIFFERENCE METHODS FOR
NUMERICAL SOLUTIONS OF THE BURGER
EQUATION

B. SAKA & D. IRK

Abstract. The numerical solutions of the splitted Burger equation are obtained
by using the classical finite difference method. Results of numerical solutions
of the Burger equation are compared with that of the direct application of the
finite difference method to the Burger equation.

Keywords: Finite Difference Methods, Burger Equation.
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