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(04
||kk/|1| olan iiretici gekirdekli H (2) Hilbert uzayi tizerinde A siirlh lineer
Allze

operatdr igin Berezin sembolii ve Berezin sayisi swrastyla A(1) = (AK), Ky)y Ve ber(A) = supzeq|AQD)|

Normallestirilmis iiretici ¢ekirdegi K, =

bi¢ciminde tamimlanir. Bu Karakteristik ifadeler kullanilarak ber(4) < %ber(|A| + i|A*|) esitsizligi elde

edilmistir. Bu ¢calismamizda ise onlar arasindaki diger esitsizlikler ispatlanmis ve Berezin say1 esitsizlikleri i¢in
operator konveks fonksiyonlariin bazi uygulamalar: verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uretici cekirdekli Hilbert uzayi, Berezin sembolii, Berezin sayisi, Hermite-Hadamard
esitsizligi, Operator konveksligi

Berezin Number Inequality for Increasing Operator Convex Function

ABSTRACT
For a bounded linear operator A on a reproducing kernel Hilbert space # (12), with normalized reproducing kernel
2_ the Berezin symbol and Berezin number are defined respectively by A(1) := (AK,,K;); and

K/l =
lkAllz

ber(A) = sup,leﬂ|A(/1)|. A straightforward comparison between these characteristics yields the inequalities

ber(A) s%ber(l/ll + i|A*]). In this paper, we prove further inequalities relating them and give some

applications of operator convex functions to Berezin number inequalities.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, Berezin symbol, Berezin number, Hermite-Hadamard inequality,
Operator convexity
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|. GIRIS

Bir iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay: (kisaca, UCHU) ¢, (f) = f(1), 1 € 2 fonksiyonelleri H iizerinde
stirekli olacak sekilde bazi 2 kiimesi tizerinde kompleks degerli fonksiyonlarin H = H () Hilbert
uzayidir. O zaman klasik Riesz temsil teoreminden her bir A € 2 ve her f € H igin f(1) = (f, k)
olacak sekilde bir tek k; € H fonksiyonu mevcuttur. Burada { k;: A € 2} ailesi H uzaymnin tretici
cekirdegidir. Bilinen UCHU’lar D = {z € C:|z| < 1} birim disk olmak iizere H ?(D) Hardy uzayi,
L% (D) Bergman uzay1, D?(D) Dirichlet uzay1 ve F(C) Fock uzayidir. UCHUlar ve iiretici ¢ekirdekler
ile ilgili detayli bilgi [1] numarali kaynakta verilmistir.

B(H) uzay1 H tizerinde tiim sinirh lineer operatorlerin Banach cebiri olmak iizere H iizerinde bir A
sinirlt lineer operatér, yani A € B(H) i¢in onun Berezin doniistimii (veya Berezin sembolii)

A= (AK},K3) (A€ ) (1)

bi¢iminde 2 kiimesi iizerinde tanimli fonksiyondur (bkz. Berezin [5]). Burada K, := ﬁ ifadesi
A

uzayimin normallestirilmis tretici ¢ekirdegidir ve (.,.) i¢ carpim ise H uzayindan alinmistir. O halde
Berezin sembolii olan A fonksiyonu 2 {izerinde sinirli fonksiyon olup A operatériiniin Berezin say1st

ber(A) = sup|A(D)| < 14| )
A1eQ

ile tanimlanir (bkz. Karaev [18, 19]).

Bir A operatoriiniin Berezin sayisi asagidaki ozellikleri saglar:

(i) Her & € Ci¢in ber(¢A) = |&|ber(A);

(il) Her Al,Az (S B(}[) lgln ber(Al + Az) < beT(Al) + ber(Az). (3)
Ayni zamanda Berezin sembolii tanimindan

Ber(A) = Range(A) = {A(A):1 € 2} c W(A) = {(Ax,x):x € H ve x| = 1} (4)
oldugu bilinen bir gergektir. Burada sirastyla Ber(A) ve W (A) ifadeleri A operatériiniin Berezin kiimesi
(veya Berezin goriintiisi) ve A operatoriiniin niimerik yarigapidir. Ayrica ber(4) < w(4) =
sup|x|=1/{Ax, x)| (A operatdriiniin niimerik yarigap1) dir (daha detayli bilgi i¢in bkz. [7, 15, 22, 23, 27]).
Operatdrlerin Berezin kiimesi ve Berezin sayis1 [18] de Karaev tarafindan UCHU iizerinde operatorlerin
yeni niimerik karakteristigi olarak verilmistir. Bu yeni kavramlarin temel 6zellikleri igin [2, 3, 20, 29,

30] kaynaklarina bakilabilir.

Diger taraftan herhangi A € B(H) i¢in

1

S Al < w(a) < flAll ©)
ve

ber(4) <w(4) < ||A|| (6)

iyi bilinen esitsizliklerdir. Ayni zamanda Berezin sayi esitsizlikleri [9-14, 16, 31-33] numarali
kaynaklarda diger esitsizlikler kullanilarak incelenmistir.

Diger taraftan A € B(H) operatorlerinin asagidaki Berezin norm tanimini verebiliriz:



|Allger: = supllAK, . (7)
AEQ

Burada ||Allge, ifadesi B(#((12)) uzayinda bir yeni operator norm belirler ve ber(4) < ||Allger <
||A]] oldugu kolayca goriilebilir.

Simdi B(H) cebiri H kompleks Hilbert uzay: iizerinde tiim sinirli lineer operatdrlerin C*-cebiri olsun.
Her A € B(H) i¢in B ve C kendine es operatorler olmak tizere A = B + iC kartezyen ayrigimi ifade
etsin. Bu ¢alismamizda X™ operatorii X in es operatorii olmak iizere, eger X* = X ise X € B(H)
operatoriinii kendine es olarak tanimlayacagiz.

A € B(H) igin |A| mutlak degeri |A| = (A*A)/? ile tammlidir. Burada her x € H igin (|A|x,x) > 0
ise |A| ifadesinin pozitif yar1 tanimli operator olduguna dikkat edelim.

[17] numarali kaynakta Huban vd.

1 1
A+ aa < (ber(A))” < Sllasa+ax| (8)
ve
1 . *
ber(A) < ﬁber(IAI +i|A*]) (9)

esitsizliklerini ispatlamiglardir.

Son zamanlarda, [25] de Moradi ve Sabahheh konveks fonksiyonlar1 kullanarak bazi iyi bilinen niimerik
yarigap esitsizliklerinin refine edilmis ve genellestirilmis formlarimi elde etmislerdir. Bu motivasyonla
calismamizda bazi operatér konveks fonksiyonlarm Berezin sayilart i¢in A smirli fonksiyonu
kullanilarak bazi yeni genel formlar incelenmistir. Bu amaca ulasmak i¢in operatdor konveks
fonksiyonlar ve i¢ carpim uzaylarindaki vektorler igin makalenin ikinci kisimda verilen bazi bilinen
esitsizlikler kullanilmistir (bkz. [6, 8, 24, 26]). Bu yaklasim dikkate alinarak, ayni zamanda fiiretici
cekirdekli Hilbert uzay operatorlerinin bazi Berezin sayi esitsizliklerinin refine edilmis ve
genellestirilmis formlari ile ilgili sonuglar sunulmustur.

Il. BILINEN YARDIMCI TEOREMLER

Simdi sonuglarimizda 6nemli rol sahibi olan bazi bilinen yardimci teoremleri bu kisimda sunalim.
Burada operatér konveks fonksiyon temel kabuliimiiz olacaktir.

Tanim 1. Eger f fonksiyonu siirekli ve J araliginda spektrumla her kendine es A;, A, operatérleri i¢in

A1+A4A; fAD+f(4z)
f(f) s ERnte (10

ise 0 zaman f:] — R fonksiyonuna bir operat6r konveks fonksiyon denir. Burada her 0 < & < 1 igin

F(A -84 +¢4;) < (1 - 8)f (A1) + & (A,) bulunur.

Eger f:] — R verilen bir fonksiyon ve A; operatorii / de spektrumla bir kendine es operator ise o zaman
f(A,) fonksiyonel hesaplamalara gore tanimlidir. Ayrica f artan fonksiyon oldugunda S kendine es
operator i¢in |[f(ISDII < f(lIS|I]) oldugunu gostermek kolaydir. Bilinen anlamda bir konveks
fonksiyonun operator konveks olmasina gerek olmadigi bilinen bir sonugtur ve [0, ) lizerinde taniml
f(&)=¢P,p > 0, fonksiyonunun operator konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p € [1,2]
olmasidir.
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Herhangi x;,x, €] ve f:] - R operator konveks fonksiyon i¢in iyi-bilinen Hermite-Hadamard
esitsizliginden asagidaki ifade elde edilir:

fx1) + f(x2)
—

(11)

f(x1 erxz) < ff((l — Oy + Ex,) <
0

Burada (11) esitsizligi f((x1 +x2) /2) < (f(x1) + f(x2)) / 2 konveks esitsizliginin bir refine
edilmis halidir.
Asagida (11) in modifiye edilmis operator versiyonu [6] da ispat edilmistir:

Yardimcir Teorem 1. f:] — R fonksiyonu J araligi tizerinde bir operatér konveks fonksiyon olsun. O
zaman J da spektrumlu herhangi S ve T kendine es operatorleri igin,

[EUBITCUNE

ij((l—f)S+fT)d§

0

1[ /S+T\ f(S)+f(T)
Sf[f< 2 )+ 2 ]

(12)

Sf(S)Jer(T)

elde edilir.
Simdi asagidaki diger yardimc teoremleri verebiliriz.
Yardimetr Teorem 2 ([21]). A; € B(H) ve x,y € H herhangi vektorler olsun. O zaman
(A1, Y)| < (|41 |x, x)(|A1 ]y, ) (13)
elde edilir.
Mond ve Pecari¢ [24] asagidaki sonucu elde etmislerdir.

Yardime1 Teorem 3. A; € B(H) operatorii J araliginda spektrumlu bir kendine es operator ve x € H bir
birim vektor olsun. Eger f fonksiyonu J tizerinde konveks fonksiyon ise o zaman

f(A1x,x)) < (f(A1)x, x) (14)

bulunur.
Eger iistteki esitsizlikte f konkav ise tersi saglanir.
Bizim son ¢aligmamiz olan [17] de [28] deki esitsizligin ters-tiplisi asagidaki gibi gosterilmistir:
1
Fberca)) < || F€1al+ (1= O1iDAE
0

(15)

ber

< S IFQALD + AT Dllber-



Simdi (14) esitsizliginin refine edilmis versiyonu verilsin.
Yardimer Teorem 4 ([8]). Eger A; € B(H),x € H ve 0 < & < 1ise 0 zaman

[(A1x, )17 < (14112398, x)(147 1% x, x) (16)
bulunur.

Yardimer Teorem 5 ([26]). Eger f: R — R bir operator konveks, A, ve A, operatérleri B(H') uzayinda
iki kendine es operator ve 0 < & < 1 ise 0 zaman

F((1 = A1 +EA2) + 2p(f (ADVF(4)) = f((ADVF (A2) — f(A1VAL)) 17)
<A -8f(A) +¢f(A2)

mevcuttur. Burada p = min{¢é,1 — &} ve A;VA, = (4; + A,) / 2 alinacaktir.

I1l. TEMEL SONUCLAR

Calismanin temel sonucunu ifade etmek gerekirse;

(12) esitsizliginde S yerine %|A1| ve T yerine %|A2| alinsin. f negatif olmayan artan bir fonksiyon
oldugunda || f(ISDI|l = fFUIIS||]) saglanir ve asagidaki esitsizlige ulasilir.

Onerme 1. A;,A, € B(3) olsun. Eger f:[0, ) — [0, %) bir artan operatdr konveks fonksiyon ise o
zaman asagidaki esitsizlik mevcuttur:

|A;] + |A;]
Jr (45

1

< ff<(1_‘f)|1‘11|‘|“f|1‘12|>dE
0

2

ber

(18)

ber

1 /1 1 /1
<57 (F14sller) + 3£ (5 14allner )

Onerme 1 de A; = A ve A, = A* alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir. Burada ||A;]| = |||A,]]] =
I[1A7 |1l oldugunu dikkate alarak ispatin1 kolaylikla verebiliriz.

Teorem 1. A € B(H) olsun. O zaman herhangi 1 < p < 2 igin

1
(1= DAl + 14"\ 1
| ( e ) agl| <A, .

ber

ber —

1
*||P
2 1A+ 147 e, <

mevcuttur. Ozel durumda ise asagidaki esitsizlik saglanir:

1 1/2

1 \ (1 -4l + €A1\ 1
7 AT+ 1A lper < f ( > )ds < 5 14llper- (20)

ber

Burada (12) esitsizligi durumundan dolay1 f fonksiyonunun operatér konveksliginin gerekli kosul
oldugu dikkat edilmesi gereken bir durumdur. Simdiki sonug Onerme 1 in konveks versiyonunu verir.
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Teorem 2. A1, A, € B(H) olsun. Eger f:[0,) — [0, o) bir konveks fonksiyon ise 0 zaman herhangi
A€ igin

f<<@>@>> fl (H((l f)IA1I+€IA2I)2 2
1

)
Ber (21)
< IF 441D + f(A2Dlper

ve
ber

bulunur. Diger taraftan eger f artan ise o zaman asagidaki esitsizlik saglanir:
41| + 14, :
1 2
I (=5) Ju
Ber (23)

Ispat. 2 € Q2 keyfi olsun. O zaman (11) esitsizliginden

f <(|A1| + |4,] K, KA)) = f <<|A1|KA: K3) + (A2 1K;, KA))
1

1

1421+ 14 f(H((1 Ol |+ €14, )2

2

2
)
Ber (22)

»—no‘”__

SIFUALD + f(A2Dllper

[\)

1

1
< ff(H((l—f)IAll t£14,])?
0

1
< > If(1ALD + fFUA2D I per

ber

2 2
< [ £(0 = 1A IKw o) + E01A 1K D) g (24)
_ QALK Ka)) + F ({1451 K Ka))
- 2

elde edilir. folf((l — (ALK, Ky) + E(|Az Ky, KA))df ifadesi I ile tammlanirsa

FU(@ = OIAL + £l 1)Ky, Ky))dE

1/2

£ (@ =140+ £1420)" K, (L= D141+ §1421)*Ka)) d (25)

Il
O — HQS r—ko\n-x

£l -1+ 14 x| ) e

bulunur. Ayrica f nin konveksligi ve (14) esitsizligi dikkate alinarak

f <(|A1|K/1' K;) + (|4;2|Ky, K/l)) < (f(1ALDK Ky) + (f(1A21D Ky, Ky)

2 2

_ (A4 + £U42D) Kz Ka)
- 2

(26)




elde edilir. (24), (25) ve (26) durumlarin1 beraber diigiindiigiimiizde A € {2 tizerinden supremum alinirsa

1
Al + 14 11
supf (412,169 ) < sup j f(”((l Ol + E14, 1)K, )df
AEQ
=1, f(||(<1 Ol + sl )df 7
< sup ((FUALD + FUIA2D)) K Kn)
1€Q 2
ve
A ¥4 117
f (' I+l 2') @ )< (H((l OlA1| +£4,1)? )d$
o Ber (28)
1
< SIF LD + F(AZD ber
elde edilir. Bu ise (21) esitsizligini verir. (22) esitsizligini ispatlamak i¢in herhangi bir f i¢in
supf <<'A1'Z¢ K Kn) <f (sup Al el KA>>
AEQ
2
< sup <‘ ((1 - OIALl + f|A2|)2K/’l )d'f
12
f(H((l_f)|Al|+f|A2|)2KA )df (29)
0 Ber
Sf(‘ |41 | + |4, >
2 ber

Hf<|A1| + |A2|>

olur. (23) esitsizligini ispatlamak i¢in f fonksiyonunun artan oldugu durumu dikkate alabiliriz. O zaman

|4;] + |4, |4;] + |4,
supf (<¥ K, Kﬁ) <f (3‘28 (———2K,, Ka))

1€Q 2 2
I
<f <‘ —= (30)
ber
ber

ber

2

ez

elde edilir. Ustteki son satirda f fonksiyonunun artan oldugu durumda ||f(ISD|l = F(IS]) esitligi
kullanilmistir. Bu ise (21) durumu ile beraber (23) esitsizliginin ispatin1 verir. Boylece teoremin ispati
tamamlanir.

Simdi verecegimiz énemli sonug i¢in asagidaki yardimci teoreme ihtiyacimiz vardir.



Yardime1 Teorem 6. H = H(2) bir UCHU ve A € B(H) operatdrii ise A =B + iC bigciminde
kartezyen ayrisima sahip olsun. O zaman

IBl|Ze, < ber?(A) ve |[C||Z., < ber?(A) (31)
mevcuttur.

Ispat. Eger A =B +iC ifadesi A nm kartezyen ayrisimi ise o zaman herhangi 1 € 2 igin
(BKy, K3) + (CKy, K3) = |(AK,, K3)|% vardir. Bu sebeple (BKj, K3)° < [{AK,, K3 )|?olur. Béylece
sup(BKj, K;)* < supl(4Ky, K3)|% olup || B|2., = ber?(B) < ber2(A) ifadesine denktir. Benzer
AEQ A€Q

olarak ||C||2,, < ber?(A) oldugu ispatlanabilir. Bu ise ispat: tamamlar.

Burada (12) esitsizliginin asagidaki genellestirilmis halini elde etmek i¢in Onerme 1, A operatdriiniin
kartezyen ayrisimi ile beraber 6nemlidir.

Teorem 3. A € B(H) operatdrii A = B + iC kartezyen ayrisimina sahip olsun. Eger f: [0, ©) — [0, )
bir artan operator konveks fonksiyon ise o zaman

I (=55

1
< ff((1 — &)B% +¢£C?)d¢
ber o Ser (32)
< NF B2 + FCD)per
< f(ber?(4))

olur.
Ispat. Teorem 2 de |A,| yerine 2B? ve |A,| yerine 2C? alinirsa Teorem 2 nin direkt uygulanmasindan

birinci ve ikinci esitsizlik elde edilir. Uciincii esitsizlik icin iicgen esitsizligi, ||[f(ISDIl = £(ISID
durumu ve Yardimci Teorem 6 kullanilirsa

1 2 2 1 2 2
S IF B + fF(C)lper < 5 UfF BDlper + ILf(Clper)

1
= S (FUIB2llber) + FUIC2 ber)
< f(ber?(4))

(33)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi 1 < p < 2 oldugunda f(&¢) = &P fonksiyonunun artan operatér konveks fonksiyon olduguna
dikkat edelim. Bu durumda Teorem 3 asagida (8) deki birinci esitsizligin genisletilmis halini verir.

Sonug 1. H = H(2) bir UCHU ve A € B(H) operatérii ise A = B + iC biciminde kartezyen ayrisima
sahip olsun. O zaman herhangi 1 < p < 2 igin

Shaa+aab, < |fy f(a-op2+ 5c2)Pde||Ber < ber?P(A) (34)

ber —

olur. Ozel durumda asagidaki esitsizlik mevcuttur:
Lia * 1 2 2\2 ;|| 2
A A+ A8 ey < || [ (@ - 9B +4¢2) dg]| < ber?(a). (35)

[4] numarali kaynakta f: [0, 00) — [0, ) artan operat6r konveks fonksiyon olmak tizere



1
f(ber(4)) < ff(flAl +@A=-DlAaDdg)[ < %IIf(IAI) + A" DlIper (36)
0

ber

oldugu gosterilmistir. [4] numarali kaynakta verilen iistteki sonu¢ asagidaki teoremde iyilestirilmistir.

Teorem 4. A € B(H) olsun. Eger f: [0, ) — [0, o) bir artan konveks fonksiyon ise 0 zaman
3|A| + |A7 |A| + 3]A%]
f(ber() <5 Hf (— il

bulunur.

@37)

ber

Ispat. Eger f:] — R bir konveks fonksiyon ve x;,x, € ] ise 0 zaman

) sy 22

< %(f (3x1+x2) +f (x1+3x2)>

oldugu kolayca gosterilebilir. A € 2 alinsin. Ustteki esitsizlikte x; ve x, siasiyla (|A|K;,K;) ve
(|A*|K;,Ky) ile yer degistirirse (14) esitsizliginden

Al +14* 1 3|A| + [A* Al + 3]A"
(AT 1) < E[f (CAL )+ (A2 )

4 4
[<f (M> Ky Ky + (f <M) K, Ka)] (39)

1 3|A| + |A%] |A] + 3|4
S (A2

elde edilir. Diger taraftan f artan oldugundan (13) esitsizligi ve AM-GM esitsizligi kullanilarak

Al + |A°
FUAKLKDD < f (VIATKKTATTRLKD) < f ((W K, K») (40)
bulunur. (39) ve (40) esitsizlikleri beraber diigiiniildiigiinde
FAAR DD < S (A + ¢ (M2 g, k) (41)
ve
314]+|4%| |A]+3]4%|
supf (14K, o)1) < 3sup ({F (F54) + 7 (M) i ko) (“2)

olup, bu ise istenilen
f(ber(a)) < * ”f (3|A|+|A*)+f(|A|+3|A*|)

esitsizligini verir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

(43)

ber



Simdi Teorem 4 ve (36) esitsizliginden asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 2. A; € B(H) olsun. Eger f:[0,00) — [0, o0) artan konveks fonksiyon ise 0 zaman

1|, (3141 + |A7] |A1| + 3|A7]
e ez

esitsizligi saglanir.

1

< f FEIAL + (1 - DA )de (44)

ber 0

ber

Ispat. Ave A, operatorleri | deki spektrumla iki kendine es operatorler ve f ise J iizerinde operatdr
konveks olmak iizere (12) deki ikinci esitsizlikten ( £ 4 f (@)) < [1fEA + (1~
&)A,) dé elde edilir. Ustteki esitsizlikte A;ve A, yerine smasiyla |A;| ve |A}| almirsa
[ (B 4 p (MEBAD] < 11 £(E144 ]+ (L - DIA]]) dE esitsizligi elde edilir. Bu da (44) a

2 4 4
karsilik gelir.

Simdi (8) deki ilk esitsizligin yeni inceltilmis halini vermek i¢in farkli bir yaklasim kullanacagiz. Bunun
icin temel esitsizligimiz S ve T kendine es operatorler olmak tizere

2 2 _ 2 2 2
(S+T) S<S+T) N S —T]| =S +T (45)
2 2 2 2

olacaktir.

Teorem 5. A € B(H) olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

LA + AR llpor < 2ICAA + AAY? + 142 + (A2 IL2 < ber?(a). (46)

ber —

Ispat. A=B+iC ifadesi A operatoriinin  kartezyen ayrisimi  olsun. O  zaman

* * 2 *)2
B? 4 (2 = XAYAL o g2 02 = A gy, (45) esitsizliginde sirasiyla S ve T yerine B? ve C?
alinirsa
B2+C%\? B2+C%\? |B2-C?| z _ B*+c*
(z)s(z)-}_(z)_z (47)

elde edilir. Sonug olarak

5, = ey (5
2 2 2

olur. Simdi eger A € B(H) operatorii A = B + iC kartezyen ayrisima sahip ise (47) esitsizligi ve
Yardimet Teorem 6 dan

2 B*+c*

2

(48)

ber ber

ber

1 1
16 |A*A + AA*||Ze, < 16 I(A*A + AA*)? + 1A% + (APl per
B* + c*

2
4 ber4
< ”B”ber + ”C”ber

(49)

- 2
< ber*(4)
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elde edilir. Ispat tamamlanur.
[7] numarali kaynagin bazi argiimanlarini kullanarak agagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 6. Eger A € B(H),0< ¢ <1ve2 <p < 4ise0zaman
ber?(4) < [IS1AP + (1 — OIA*PdS || per (50)
saglanir.

Son sonug olarak konveks veya operator konveks fonksiyonlar yardimiyla (50) esitsizliginin
genellestirilmis durumunu asagida verecegiz.

Teorem 7. Eger A € B(H) ve f:[0,0) — [0, ) bir artan operator konveks fonksiyon ise 0 zaman

f(ber?(A) < 1A = HFUAID +EF (A7)

2 (f(IAIZ) +2 faa® <|A|2 +2 |A*|2>) -
< 1ICL = OF (AR + EF UA e "
esitsizligi saglanir. Ozel durumda 2 < p < 4 igin
(berr ) = ||t~ 14w + glarpp - 2p AT ('A'Z +2|A*|2>g 62
< 111 = AP + E14°Pllper "
olur.
Ispat. Kj normallestirilmis iiretici ¢ekirdek olsun. Yardimeci Teorem 5 ten
fF(A=OIAP* +¢l4*?)
< (1= QAR + gre) - op| LA LIAD) (AP ) 3
< (1= OF(AP) + £ (4"
elde edilir. Bundan dolay1
IF(@ =14 +gla )|, .
<l - oraam + erqa) - 2p (f('A'Zf('A*'Z)) ~f ('A'ZZ'A*'2)> (54)
ber

< 1A =OFUAP) +EFUA ) per

elde edilir. Diger taraftan Yardimci Teorem 4, f fonksiyonunun artanligi ve AM-GM esitsizliginden

FUAKLEN?) < F{IAIPADK,, K147 12 Ky, Ka))
< F{1A12K,, K)O=9(|1A7 12K, K)°)
< (A = O(IAIPK Ky) + E(|A* 2Ky, K))) (55)
< FU@ = OIAI? + E1A*IPKy, K;p))
11



olup iistteki esitsizlikten A € (2 izerinden supremum alinirsa

f(ber?() < ||F (@ - OIAI2 +&1a )|, (56)
elde edilir. Sonug olarak
f(ber?(4))
< @ -oraam +¢rqa?) - 2p (f DD (@)) (57)
ber

< 1@ =OfUAP) + EFUA" Dl per

elde edilir. Bu ise (52) durumunu saglar. f(§) = &P, 1 <p < 2 alinirsa ve (51) uygulanirsa 6zel
durumdaki (52) esitsizligi elde edilir.
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