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Anahtar kelimeler Ozet

Istatistiksel yakinsaklik; gy, calismada, kiime dizileri igin Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavrami tanimlandi ve bu
Lacunary is.tatistiksel kavramin daha &nceden Ulusu ve Nuray (2012) tarafindan verilen kiime dizilerinin Wijsman lacunary
yakinsaklik; Istatistiksel  jsyatistiksel yakinsaklik kavrami ile iliskisinden bahsedildi. Ayrica, bir kiime dizisinin Wijsman istatistiksel
lacunary toplanabilme; |5cynary toplanabilmesi ve Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter sartiar
kiime dizisi; Wijsman
yakinsaklk.

verildi.

Statistical Lacunary Summability of Sequences of Sets

Key words Abstract
Statistical convergence;

Lacunary statistical
convergence; Statistical

In this paper, we define Wijsman statistical lacunary summability for sequences of sets and establish
the relationship between Wijsman lacunary statistical convergence which was previously given by Ulusu
and Nuray (2012). Also, necessary and sufficient conditions for Wijsman statistical lacunary summability

lacunary summability; . . L
and Wijsman lacunary statistical convergence of a sequence of sets is given.

Sequence of sets;
Wijsman convergence.
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1. Giris 2. Materyal ve Metot

Sayi dizilerinin yakinsaklig kavrami pek ¢ok yazar Calismamizin daha iyi anlasilmasi igin, ilk olarak
tarafindan kiime dizilerinin yakinsakhgi kavramina bazi temel tanimlari verelim:

genisletilmistir. Bu genislemelerden biri de % = (%) bir reel sayi dizisi olsun. Her & > 0 igin,
Wijsman yakinsakhk kavramidir. Bu ¢alismada
Wijsman yakinsaklik kavrami dikkate alinarak K =K(e) = {k €N: |x, — L| = ¢}

Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kiimesinin dogal yogunlugu 6(K) sifir yani,
kavrami tanimlanmis ve yeni tanimladigimiz bu 1

kavram ile daha énceden Ulusu ve Nuray (2012) §(K) = rlll_I}c}o El{k <nilxx—Ll=¢}=0
tarafindan tanimlanan Wijsman lacunary

istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iliski ise, x=(x) dizisi L sayisna istatistiksel

gosterilmistir. Ayrica, bir kiime dizisinin Wijsman yakinsaktir denir ve
istatistiksel lacunary toplanabilmesi ve Wijsman st —limx, =L
lacunary istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve o ) -

yeter sartlar verilmistir. biciminde gosterilir (Fast, 1951).
istatistiksel yakinsaklik alisilmis yakinsakhigin dogal

bir genislemesidir. Eger lim x;, = L ise o zaman
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st —lim x;, = L dir. Fakat bunun tersi dogru
olmayabilir.

0 = {k,} dizisi, kg = O ver - oo iken
hrzkr_kr—l —

olacak bigcimde negatif olmayan tamsayilarin artan
bir dizisi ise 8 = {k,-} dizisine lacunary dizisi denir.
Ayrica, 8 = {k,} lacunary dizisi igin,

L = (ky—1, ky]
olarak belirtilir (Fridy and Orhan, 1993).

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramini
kullanarak, istatistiksel yakinsaklik ile aralarinda
onemli iliskiler bulunan Lacunary istatistiksel

yakinsaklik kavramini asagidaki sekilde

tanimlamislardir:
Her € > 0 igin,
K = K(e) ={k € N: |x; — L| = &}
kiimesinin 8-yogunlugu &g (K) sifir yani,
o1
§o(K) = lim —|{k€l,:|x, —L| =€} =0

r—o00 hT
ise, x = (x;) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel
yakinsaktir denir ve

S —limx, =L

ile gosterilir (Fridy and Orhan, 1993).

(X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X
noktasi ve bos kiimeden farkl herhangi bir A c X
kiimesi icin, x noktasi ile A kiimesi arasindaki
uzakhk

d(x,A) = infyeqa p(x, A)
ile tanimlanir.

Kime dizileri icin Wijsman yakinsaklik kavrami
asagidaki sekilde tanimlanmistir (Baronti and

Papini, 1986):

(X, p) bir metrik uzay , A ve A, X in bos kiimeden
farkh kapal altkimeleri olsun. Eger her bir x € X
icin,

lilgn d(x,A,) = d(x,A)

{A,} (dizisi
yakinsaktir denir ve

oluyorsa, A kiimesine Wijsman

ile gosterilir.
Wijsman yakinsak kime dizisine asagidaki {A;}
dizisini ornek verebiliriz;

A ={(x,y):x* + y? + 2kx = 0}
Bu dizi k — o iken A = {(x,y):x = 0} kiimesine
Wijsman yakinsaktir.

Wijsman yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi
olan Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk
(2012)

olarak Nuray ve Rhoades tarafindan

verilmistir.

(X, p) bir metrik uzay , A ve A, X in bos kiimeden
farkh kapali altkiimeleri olsun. Eger her € > 0 ve
her bir x € X igin,

1
lim ;I{k <n:|d(x,Ay) —d(x,A)| =} =0
n—oo

veya hemen hemen her k igin,
|d(x, Ax) — d(x,A)| < ¢

{A,} (dizisi
istatistiksel yakinsaktir denir ve

oluyorsa, A kiimesine Wijsman
st—limy Ay = A
ile gosterilir (Nuray and Rhoades, 2012).

(X, p) bir metrik uzay ve Ay, X in bos kiimeden
farkh altkimeleri olsun. Eger her bir x € X icin,

supy d(x,A,) < o

oluyorsa, {A4;} dizisi sinirlidir denir (Nuray and
Rhoades, 2012).

Wijsman istatistiksel yakinsaklik kavramina benzer
olarak Ulusu ve Nuray (2012) tarafindan Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami asagidaki
sekilde tanimlanmistir:

(X, p) bir metrik uzay , A ve A, X in bos kiimeden
farkh kapali altkiimeleri olsun. 8 bir lacunary dizisi
olmak Uizere eger, her € > 0 ve her bir x € X icin,
1
lim h—I{k €l:ld(x,Ay) —d(x,A)| =€} =0
T—00 r

oluyorsa, {A;} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary
istatistiksel yakinsaktir denir ve
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Sg — limy A, = A
ile gosterilir (Ulusu and Nuray, 2012).

(2012)
¢alismada kiime dizileri i¢in Lacunary toplanabilme

Ayrica Ulusu ve Nuray yaptiklari  bu

kavramini da asagidaki sekilde tanimlamislardir:

(X, p) bir metrik uzay , A ve A, X in bos kiimeden
farkh kapali altkiimeleri olsun. 8 bir lacunary dizisi
olmak Uizere eger her bir x € X icin,

] 1
lim —

Tr—00 r

d(x,A,) = d(x,A)
kel,

oluyorsa, {A} dizisi A kiimesine Wijsman lacunary
toplanabilirdir denir ve

Ak il A(WNQ)

biciminde gosterilir (Ulusu and Nuray, 2012).

3. Bulgular
ilk olarak

olmak Uzere asagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.1. (X, p) bir metrik uzay, 6 bir lacunary
dizisi, A ve A, X in bos kimeden farkl kapah
altkiimeleri olsun. Her bir x € X ve her € > 0 igin,

1
lim Zl{r <n:|T.(x,Ax) —d(x,A)| =€} =0
T—00

ise {A;} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel
lacunary toplanabilirdir denir ve

WSy —lim A, = A

ile gosterilir.

Baska bir deyisle, {A;} dizisinin A kimesine
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olmasi
demek, her bir x € X icin T.(x,Ay) dizisinin
d(x,A) sayisina olmasi

istatistiksel  yakinsak

demektir.

Simdi, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme

ve Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavramlari arasindaki iliskiyi belirten asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 3.1. (X, p) bir metrik uzay, 8 bir lacunary

dizisi, A ve A, X in bos kimeden farkl kapah
altkimeleri olsun. Eger bir {4, } dizisi sinirli ve bir A
kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak
ise o zaman {A;} dizisi A kimesine Wijsman
istatistiksel lacunary toplanabilirdir.

ispat: {4} dizisi sinirh ve bir A kiimesine Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsak olsun. {A,} dizisi
sinirli oldugundan, her bir x € X igin

supi{ld(x,A) —d(x, A)I} < M
olacak sekilde M > 0 sayisi vardir. Her € > 0O igin
Ké’V(s) ={k € L.:|d(x,Ay) — d(x,A)| = &}
ile belirtelim. O zaman,

IT-(x, A) — d(x, A)]

Z d(x, A) — d(x, A)

kEIT

Z(d(x A0 — d(x, A)

" kel,

< o D 1dG A — dCx, )

" kel,

s

| Id(x,Ak) —d(x,A)l
r kel
keKY (2)

+ ) 1de A —d A |

kel
keKY (2)

1
<o (M- |k ()| +ehy)
5

olur. Yani,
IT.(x, Ax) — d(x, A)| < hiT(M- |KY (&)| + ehy)
(2.1)

esitsizligini elde ederiz. {A,} dizisi simirh ve A
kiimesine Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak
oldugundan, (2.1) esitsizliginin sag tarafi r — oo
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iken € a esit olur. Yani, r — oo iken
|T-(x,Ay) —d(x,A)| < ¢

elde edilir. Burada, Wijsman istatistiksel lacunary
toplanabilmenin tanimi da dikkate alindiginda; {4, }
dizisinin A kiimesine Wijsman istatistiksel lacunary
toplanabilir oldugu ortaya cikar.

Teorem 3.2 (X, p) bir metrik uzay, 8 bir lacunary
dizisi, A ve A, X in bos kimeden farkl kapah
altkimeleri olsun. Bir {A;} dizisinin bir A kimesine
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olmasi
icin gerek ve yeter sart

8(K) =1 ve A, —» A(WNp)

olacak sekilde bir K={r; <nr < <n <}
kiimesinin var olmasidir.

ispat: (<) 6(K) =1 ve A, — A(WNpy) olacak
sekilde bir K={n<n<--<npn<-}
kiimesinin var oldugunu kabul edelim. O zaman
x € Xve & > 0olmak tizere, n > N igin,

|Trn(x,Ak) — d(x,A)l <e

olacak sekilde pozitif bir N sayisi vardir.
K¥(0) ={neN: |Trn(x,Ak) —d(x,A)| = ¢}
ve
K" ={rvi1Tvez -}
ile belirtelim. O zaman,
S5(K)=1ve K¥(0) €S N-K’
olmasi
(k¥ (@) =0

olmasini gerektirir. Boylece {A,} dizisi A kimesine
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olur.

(=) Tersine, {A,} dizisi bir A kimesine Wijsman

istatistiksel lacunary toplanabilir olsun.

p =123, ... icin,

K (6) = {j € N:

1
Ty, ) = de, )] =
ve

My (6) = {j € N:

T, (x, Ay) — d(x, A)| < %}

ile belirtelim. O zaman,

5(k¥@®) =0,
MY (6) > MY () > >MY(O) oMY, (6) > -
(2.2)

ve
s(My@)=1 p=123.. (23)

olur.

Simdi j € M}/ (8) igin {Akj} dizisinin A kiimesine

Wijsman lacunary toplanabilir oldugunu

gostermeliyiz.

Kabul edelim ki, {Akj} dizisi A kimesine Wijsman

lacunary toplanabilir olmasin. O halde, sonsuz
saylida terim igin

Trj(x,Ak) - d(x,A)| >¢
olacak sekilde € > 0 sayisi vardir.

MY (6) ={j € N:

T, (x, A) — d(x, 4)| < e}

ile belirtilirse,
1
E>—
p

olacak sekilde bir p sayisi bulunabilir. O zaman,

s(MY (@) =0
olur. Ayrica, (2.2) ifadesinden dolayi,

MY (0) c MY (6)
yazilabilir. Bu ise
5(My8)) =0
anlamina gelir. Bu durum (2.3) ifadesi ile gelisir. O

halde kabulimiz yanlistir. Boylece, {Akj} dizisinin

A kimesine lacunary toplanabilir oldugu ortaya
¢ikar. Bu ise istenen sonugtur.

Onceki teoreme benzer olarak asagidaki teoremi de
verebiliriz:

Teorem 3.3 (X, p) bir metrik uzay, 8 bir lacunary
dizisi, A ve A, X in bos kimeden farkli kapah
altkimeleri olsun. Bir {A;} dizisinin bir A kiimesine
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Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter sart

Sg(K)=1ve W—IlimA, =A

olacak sekilde bir K = {k; < k, < - <k, < -}
kiimesinin var olmasidir.

ispat: (=) §g(K) =1 ve W — lim Ay, = A olacak
sekilde bir K={k <k,<:<k,<-}
kiimesinin var oldugunu kabul edelim. O zaman
& > 0 olmak lzere, her bir x € Xven > N igin,

|d(x, Ax,,) — d(x, )| < &

olacak sekilde pozitif bir N sayisi vardir.
KY ={neN:|d(x, 4, ) — d(x,A)| > ¢}
ve
K" ={kny1, knsar 3}
ile belirtelim. O zaman
Sg(K)=1ve K cN-K'
olmasi,
Se(K) =0

olmasini gerektirir. Boylece {A,} dizisi A kimesine
Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak olur.

(&) Tersine, {A,} dizisi bir A kimesine Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsak olsun. ¢ = 1,2,3, ...
icin,

KY = {j e N:|d (x,4y,) - d(x,4)| = 3}
ve
my = e wefa (x ) - dcx ]| < )

ile belirtelim. O zaman,

8o(Kq") =0,
MY/ oMY > oMV oMY, o (2.4)
ve
Se(M¥Y)=1, q=123,.. (2.5)
olur.

Simdi j € MV (6) igin {Akj} dizisinin A kiimesine

Wijsman yakinsak oldugunu géstermeliyiz.

Kabul edelim ki, {Akj} dizisi A kimesine Wijsman

yakinsak olmasin. O halde, sonsuz sayida terim igin,
|d (x,Akj) - d(x,A)| >¢
olacak sekilde € > 0 sayisi vardir.
MY = {j € N: |d (x,Akj) - d(x,A)| < s}

ile belirtilirse,

e>—

q
olacak sekilde bir g sayisi bulunabilir. O zaman,
Sg(M) =0
olur. Ayrica, (2.4) ifadesinden dolayi,
My cM¥

yazilabilir. Bu ise,

So(Mg") =0

olmasi anlamina gelir. Bu durum (2.5) ifadesi ile
celisir. O halde kabulimiz yanhstir. Boylece, {Ay}
dizisinin A kimesine Wijsman yakinsak oldugu
ortaya ¢ikar. Bu ise istenilen sonugtur.
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