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Anahtar kelimeler
involiit-Evoliit Egrileri,
Smarandache Egrileri,

Minkowski-Uzayi,

Frenet Elemanlari. ilgili 6rnekler verilmistir.

Bu ¢aligmada, 7/* spacelike egrisi p timelike egrisinin bir involiitii olmak tizere }/* egrisinin Frenet

vektrleri konum vektorleri olarak alindiginda null olmayan T N "B’ -Smarandache egrisinin egrilik ve
burulmasi ¥ timelike evoliit egrisine bagli olarak hesaplanmustir. Son olarak, elde edilen sonuglar ile

T*N*B*-Smarandache Curves of Involute-Evolute Curves In Minkowski

3-space

Abstract

Keywords

involute-Evolute
Curves,
Smarandache Curves,
Minkowski-Space,
Frenet Invariants.

In this study, the curvature and the torsion of non-null T"N"B” -Smarandache curve are calculated
according to the timelike evolute curve y , when the Frenet vectors of the spacelike involute curve ;/*

are taken as the position vectors where 7/* spacelike curve be the involute of timelike curve ¥ . Finally,
illustrative examples related to the results are given.

1. Giris

Egriler kavrami diferensiyel geometrinin temel
konularindan birisidir. Son yillarda 6zel egriler ile
ilgili olarak bircok ¢alisma yapilmistir. Ozel egriler,
karsilikli
vektorlerinden  biri

noktalarinda  bir  egrinin  Frenet

ile diger egrinin Frenet
vektorlerinden birinin  denk oldugu egrilerdir.
involiit-Evoliit egrileri de bu egrilerden birisidir.
involiit egri kavrami optik calismalari sirasinda daha
dogru oOlcim vyapmaya c¢alisirken C. Huygens
tarafindan 1658 yilinda kesfedilmistir. involiit-
Evolit egrilerin 0Ozelligi her noktasinda teget
vektorleri ortogonal olan egrilerdir. Millmann ve
(1977) ve Hacisalihoglu (1983), klasik

geometride bu konu ile ilgili iyi bilinen temel teorem

Parker

© Afyon Kocatepe Universitesi

ve problemlere aciklik getirmislerdir. involiit-Evoliit
egrileri lzerine yapilan calismalar sadece Oklid
uzayinda sinirli kalmamis Minkowski uzayi, Galileo
uzayl, Heisenberg uzayl ve dual uzay gibi bircok
uzayda farkh catilar ele alinarak incelenmis ve pek
cok yeni karakterizasyon elde edilmistir.

Bilici ve Caliskan, Minkowski 3-uzayda timelike
binormalli spacelike bir egrinin invollt egrilerini
(Bilici ve Caliskan 2009) ayrica diger bir calismada
timelike bir egrinin involit egrilerini incelemislerdir
(Bilici ve Calskan 2011).
Minkowski 3-uzayda spacelike binormalli spacelike

Blk¢li ve Karacan,

bir egrinin evolit egrilerini incelemislerdir (Blkgl ve
Karacan 2007).
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Turgut ve Yilmaz, Minkowski uzay-zamanda konum
baska bir
tarafindan olusturulan yeni egriyi Smarandache

vektorid egrinin  Frenet vektorleri
egrisi olarak adlandirmislardir (Turgut ve Yilmaz
2008). Bu calismada, R’de bu egrilerden TB,
Daha

sonraki yillarda bu egriler degisik uzaylarda farkl

Smarandache egrilerini tanimlamislardir.

catilar ele alinarak incelenmis ve yeni sonuglar elde
edilmistir. Senyurt ve Caliskan Frenet gatisina gore
N"C”-Smarandache
egrilerini incelemislerdir (Senyurt ve Caliskan 2015).

Mannheim egri ciftlerinin
Benzer olarak diger bir calismada ise Senyurt,
Caliskan ve Celik Frenet c¢atisina gére Bertrand egri
N"C”-Smarandache

arastirmislardir (Senyurt vd. 2016). Girses, Bektas

ciftlerinin egrilerini
ve Yice Minkowski 3-uzayda spacelike, timelike ve
null egrilerin TN -Smarandache egrilerinin Frenet
elemanlarini, egrilik ve burulmasini hesaplamislardir
(Girses vd. 2016).

Bu ¢alismada y* egrisi y egrisinin involitiu olmak
tzere T",N", B" Frenet vektorleri konum vektori
olarak alindiginda bu vektorler tarafindan
olusturulan null olmayan T N’'B’-Smarandache
egrilerinin kausal karakteri belirlenerek egrinin
Frenet elemanlari, egrilik ve burulmasi o evolit
egrisinin Frenet elemanlari, egrilik ve burulmasina
bagl olarak ifade edilmistir. Son olarak bu egrilerle

ilgili 6rnekler verilmistir.
2. Temel Kavramlar

Bu boéliimde Minkowski 3-uzay ve involiit-Evoliit
egrileri ile ilgili temel kavramlar kisaca tanitilacaktir.

Y=Y, Ys) R
Minkowski
g(Y,Y)=—y’ +y.+yZ olsun. g(Y,Y))0 ya da
Y =0 ise Y vektortne spacelike, g(Y,Y){0 ise Y
vektoriune timelike, g(Y,Y)=0 ve Y #0 ise Y
vektérine ise null (lightlike) denir (O’Neill 1983).

Benzer olarak Rf de, s pseudo-yay parametresi

olmak lizere  3-boyutlu

uzayinda Lorentz i¢  carpimi

olmak uzere keyfi bir y =y(s) egrisinin y'(S) hiz
vektorleri spacelike, timelike ve null ise y egrisine
siraslyla spacelike, timelike ve null egri denir. Y

vektorinin normu |Y| =,/|g(Y,Y)| bigiminde

tanimlanir.  u=(u,u,u;) ve  V=(V,V,,V,)

vektorlerinin vektorel carpimi
UXV = (U,Vy —UgV,, UV, —UgV,, UV, —U,V,)

biciminde tanimlanir (Lopez 2014). y =y(S) yay
parametreli regiiler bir egri, {T,N, B} Frenet catisi,
x ve rtsirasiyla egrilik ve burulmasi olsun. y
egrisinin kausal karakterine baglh olarak Frenet
formiilleri ve Darboux vektorleri:

i) 7 egrisi birim hizli timelike bir egri ise Frenet

elemanlari, egrilik ve burulmasi

T@E)=a'(s),  &(s)=|(T'().T(s)),

N()=(T7x)(s), B(s)=—(TxN)s), (1)
r(s)=((axa" a")|a'xa "||2)(s)
bicimindedir (Woestijne 1990). Frenet formlleri ise

TxN =-B,
T'=xN,

NxB=T,
N'=xT — B,

BxT =—N,
B'=7N

seklindedir. Timelike bir egrinin Darboux vektori
W =7T — kB biciminde ifade edilir (Ugurlu 1997).
ii) y egrisi spacelike binormalli spacelike bir egri ise
Frenet elemanlari, egrilik ve burulmasi
T()=a'(s),  &(s)=~(T'(s)T(s)),
N(S)=T'(s)/x(s), B(s)=—(TxN)(s), (2
' " m ' ul|2
r(s)=—(<a xa",a >/||a><a || )(S)
bicimindedir (Woestijne 1990). Frenet formdilleri ise
TxN=-B, NxB=-T, BxT=N,
T'=xkN, N'=xT+7zB, B'=zN
seklindedir. Spacelike egrinin Darboux vektori

W =—7T + kB biciminde ifade edilir (Ugurlu 1997).
iii) » egrisi timelike binormalli spacelike bir egri ise
Frenet elemanlari, egrilik ve burulmasi
T(s)=a'(s)  x(s)=\(T'(s).T(s)),
N(S)=T'(s)/ x(s), B(s)=T(s)xN(s), (3)
7(5) = ((a'xa" a")||a'xa"|)(s)
bicimindedir (Woestijne 1990). Frenet formdilleri ise

TxN =B, NxB=-T, BxT =-N,
T'=xN, N'=—«T +7B, B'=zN
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seklindedir. Spacelike bir egrinin Darboux vektori
W =T — kB bigiminde ifade edilir (Ugurlu 1997).

Tanim 2.1. " =y'(s) ve y=y(s) R’de iki egri,
7* ve y egrilerinin Frenet c¢atilari sirasiyla
{T",N",B} ve {T,N, B} olmak iizere

g(T",T)=0

ise )/* egrisine y egrisinin involltl (y egrisine ise
¥~ egrisinin evoliitii) denir (Bilici ve Caligkan 2011).

Lemma 2.1. ¥ egrisi y egrisinin involiti olmak
uzere (l,a) ve (I,B) koordinat komsulugunda

verilen iki egri olsun. » ve y egrileri arasindaki
uzakhk

d(r (s),7(s) =[c—s|, c=sht Vsel
biciminde ifade edilir (Bilici ve Caliskan 2011).

Tanim 2.1. y =y(S)egrisi timelike bir egri, —B
spacelike birim vektori ile W Darboux vektori
arasindaki Lorentz timelike agl & ve W vektoriiniin
birim vektori C olsun.

i) |K|>|T| ise W spacelike vektor ve

e Wlcosho, I =90WW) =7 "

4
7 =|W||sinh 6, c=WY _ginheT —coshoB, )

i

i) |K‘|<|T| ise W timelike vektdr ve

c—Wsinho, MI =90 W)=«
W (5)
[

r=|W/|coshd, C=——=coshdT —sinhoB

W

esitlikleri saglanir (Bilici ve Caliskan 2011).

Teorem 2.1. 7* spacelike egrisi, timelike  egrisinin

involitii olsun. B ve N vektorleri arasindaki

Lorentz timelike a¢i @ olmak lizere ¥ egrisi ile ¥

egrisinin Frenet vektorleri arasinda

i) W spacelike bir vektor (|K‘|>|T|) ise

T 0 1 0 T
N |[=|-cosh@ 0 sinh@ || N |, (6)
B —sinhd 0 coshé || B

ii) W timelike bir vektor (|K| (|z'|) ise

T 0 1 0 T
N™ |=| sinh@ 0 —coshé@ | N (7)
B” —coshd 0 sinhé || B

bagintilari vardir (Bilici ve Caliskan 2011).

Sonug 2.1. ¥~ egrisi, timelike y egrisinin involiitii
olsun. Bu taktirde y ve y" egrisinin kausal karakteri
i) W spacelike vektér (|x])|z]) ise

{T timelike, N spacelike, B spacelike},

{T" spacelike, N" timelike, B" spacelike}.

ii) W timelike vektor ise

{T timelike, N spacelike, B spacelike},

{T " spacelike, N” spacelike, B" timelike}.
seklindedir (Bilici ve Caliskan 2011).

3. Minkowski 3-Uzayinda involiit-Evoliit Egrilerinin
Null Olmayan T*N*B*-Smarandache Egrileri

Rf’ de y  spacelike egrisi, timelike y egrisinin
involutii ve » egrisinin Frenet catisi {T",N",B"}

olsun. Bu durumda

1 * * *
s)=—=(T +N +B 8
A= ) (8)
seklinde tanimli  birim vektérin tanimladig

diferensiyellenebilir egriye T 'N"B"-Smarandache
egrisi denir. Hesaplamalarda S, egrisinin Sj, egore

yay parametreli oldugu kabul edecektir.

i) 7~ spacelike binormalli spacelike bir egri olsun. (8)

ifadesinde T", N” ve B" vektorlerinin yerine (6)
ifadesinden esitleri yazilarak tekrar diizenlenirse

ﬂ(s)—i —(sinh@+cosh&)T + N 9
1 3| +(sinh @ + cosh ) B ©)

3
esitligi elde edilir. (9) ifadesinin s ye gore tirevi
alinirsa

(x — 6 (sinh @+ cosh ©))T —|W| N
T ds, _ +(#(sinh @ +cosh6) —7)B

A ds 3

(10)

(B B) =—29!W” (11)
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bulunur. Bu taktirde £ null olmayan bir egri

oldugundan (11) ifadesinden HHVV”)O veya

0'|W[(0 olacaktr. 36 ,|W|eR icin <ﬁ1',ﬂ1'>¢1
oldugundan J egrisi Sye gore yay parametreli
degildir.

i.1) 6 |W|)0 ise T'N'B"-Smarandache egrisi f,

spacelike bir egri oldugundan (10) denklemi tekrar

ds;, 20 |[\’V|| _
o " ve W[ =’

dizenlenirse

olmak Gzere

(x — 6 (sinh @ + cosh 6))T —|W N
_ | +(@ (sinh&+coshd) —7)B (12)

A ;
26 W

ifadesi elde edilir.

i.1.1) f,, timelike binormalli spacelike bir egri olsun.

(12) ifadesinin S ye gore tirevi alinirsa
=(—(6" +6°)(sinh@+cosh6) + x —x|W ), [49' W
+(0 (sinh 0+ cosh 0) + )& |[vv||)',
=0 W]+ W[ =Wy w(JoTw)
= (0 +07)(sinh@+cosh@) -7+ |W|) /6 |W|

— (6 (sinh @ + cosh 0) — T)( 6 ”W”)

olmak lzere

«/§(a)1T +o,N + w,B)
2(6"w[y**

elde edilir. Bu durumda f, egrisinin egriligi «, , asli

T, (s)=

normali N, ve binormali Bﬂ1 siraslyla

\/3( a)l +a)2 +a)3)
3/2
2(0'w )
_T _oT+o,N+0,B

ﬂl - ' - L]
HT/;1 H \/—a)f + o} + 0}

5 =[Ta =

o, W]+ @, ((0 (sinh 6+ cosh6) — 7 )T
Haoyr - - (6 (sinh 6+ cosh 6) ) (e, + ,)IN
B Ha, (0 (sinh 0 +cosh ) - ) -, [W|1B

B =
& J2O W (~a? + 0 +a?)

seklinde bulunur. f, egrisinin burulmasi 7, ile

gosterilirse

= (sinh @ + cosh 9)(—9" w|+6 (”W” ~wif ))
—z(O W]+ W)+ W],

@,=—0 (smh9+cosh6( k=7 +|W|(z - K))
+(6 +0%)W||- k7t —xc + 26T |W|,

@, =(sinh & + cosh 9)(0" wW+é ("W”Z - "W”))
xe(0 W]+ W] )+ ),

Q, =—(sinh @+ cosh 0)(6" +300" +6° )+
= (W= 20 W - O]
=(0+ ) (- + W] - )~
~wi(2ml o')Wl

Q, =—(sinh 0 +cosh0)(6" +300"+6°)

o+ W]+ 2e| W + 0 W] - oW

olmak tzere
Jé(—wlﬂl+wzQ2+w3Q3)
Ty = ol + o2 + 2
W), TW, T+,
elde edilir.

i.1.2) f,, spacelike binormalli spacelike bir egri
olsun. Bu taktirde J, egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve burulmasi sirasiyla

(x -6 (sinh &+ cosh ©))T — |W||N
T + (6 (sinh@+cosh9) - 7)B
A= -
20 ||

T‘ _ ol +o,N+wB

1
“ H \/a’l -, ~@;
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[0, W]+ @, (0 (sinh 6 + cosh 0) — 7 )IT
o7 - o —(0'(sinh 6+ cosh ) ) (@, + w,)IN
o, (0 (sinh 6 +cosh ) —x) - w; |W (1B
N [ ey
V3@ -0} - af)
20wl

B(@,.Q, - 3,0, -a.,Q,)

Tﬂl_

A

Kp, ZHTba H =

2 2 2
—w, +@, +,

seklinde elde edilir.
i.2) &|W[(0 ise T'N"B"-Smarandache egrisi §,

is, AOIWI
S

3

|[\N||2=rc2—z'2 olmak Uzere f, egrisinin Frenet

timelike bir egridir. Bu taktirde

vektorleri, egrilik ve burulmasi

(k-6 (sinh @ +cosh 9))T —|W|N
L+ (6 (sinh & +cosh @) —7)B

T
A .
ediy
TA oT +wo,N +w,B
Nﬁl = ' = L]
Tl of +ai +of
[0, W]+ @, (6 (sinh 6 + cosh 8) — 7 )T
o7 - wyx - (6 (sinh 6 + cosh 6) ) (e, + @,)IN
—[a)z(e'(sinh¢9+cosh (9)—K)—a)1"\N||]B

& J210 W (-0 +f + o)
\/3(—(012 + ! +o?)
2(|owl)”

Bz, +3,Q, + 7,Q,)

Tﬁ1_

Kp =HT131 H =

2 2 2
—w, +, +,

elde edilir.

ii) 7 timelike binormalli spacelike bir egri ise (7)

ifadesinden T, N’
yazilarak (8) ifadesi tekrar diizenlenirse

ve B” vektorlerinin esitleri

1 {(Slnhe—cosh T + N} (13)

Bi(s)=—= +(sinh 6 —cosh 6)B

3

elde edilir. (13) ifadesinin s ye gore tlrevi alinirsa

(0 (cosh@ —sinhh 0) + k)T —|W||N
T ds,  +(6 (cosh®—sinhh)—7)B

Ao ds J3
2(|w—o'wl)

3

, (14)

(15)

(B.B)=

ifadeleri elde edilir. S null olmayan bir egri

oldugundan (15) ifadesinden ”\N"z_g' ”\N")O veya
W[ -0 W0 olacaktr. 36, |W|<R icin

<,31‘,ﬂll>¢1 oldugundan f egrisi Sye gore yay

parametreli degildir.

ii.1) |[\N||2—¢9'|[\N||>O ise  T'N"B’-Smarandache
egrisi B, spacelike bir egridir. (14) ifadesi tekrar

s, (VT -0w])

diizenleni
uzenienirse ds \/§ ve
|[\IV||2 =7 -k olmak Uzere
(6 (cosh @ —sinh 8) + k)T —|W| N
T - + (0 (cosh@ —sinh @) —7)B (16)

A

2w -6 wi)

elde edilir.

ii.1.1) S, timelike binormalli spacelike bir egri olsun.

Bu taktirde

x=IW[ -0 W]

v, =((0 —6?)(cosh@ —sinh &) + k' — K [W|)/x
~ (6 (cosh 0 —sinh ) + k) (V)

v, = @ W[ =W+ M ()

vy =((0" —6*)(cosh @ —sinh @) — 7 + z|W|)\/x

—(a'(cosha—sinha)-r)(ﬁ)
olmak Uzere f egrisinin teget vektorid T, , asli

normali N, , binormali Bﬂ1 ve egriligi x,

75



involiite-Evolute Egrilerinin T*N*B* Smarandache Egrileri, Kalkan vd.

(6 (cosh@ —sinh 0) + k)T —|W|N
L+ (6 (cosh@—sinh @) —7)B

N

N - T,%l _ (T +w,N +v3|3),
Pl i
v ”W||+Vz((9'(cosh0—sinh 0)_1)]1-
+[(9' (cosh & —sinh 49))(\/3 —v) +Vvok +vi7IN
v, (&' (cosh @ —sinh ) + ')+ v, W [1B
B~ .
\/2("\’\/”2 -0 "\N”)(—vl2 +v5 +v32)
SBO7 v

2(wlf -0 w)”

elde edilir. f; egrisinin burulmasi 7z ise

7, = (cosho—sinn o) (-6 [ ¢/ (W[ + ] )
we(O W] -2 W] )<

v, =0 (cosh@—sinh 0)(—x —7 +|W||(x + 7))
(O 0D W |- 7

7, = (cosh0—sinh 0)(~6/ W] + &' (W +|w] )
+ (=0 W+ W] + 2] )< W]

1, = (cosh 0 —sinh §)(0" ~300" ~0° )+ " —x |W|
= 26[W| + 0w |- W],

M, = (0= 0%)(WI-WIIW ]+ W) 0 W]
(o7~ 2W )+ wl.

I, =(cosh @ —sinh 0)(6" -390 - 0°) -+ |W|

+2r W] - oW+ e[

olmak Gzere

Iz

Kp, ZHTﬂl H =

3 (—HI, + 11, + 411

=2 =2 =2
=V, +V, +V,

Tﬂl_

bulunur.

ii.1.2) f, spacelike binormalli bir egri olsun. Bu

taktirde f, egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve

burulmasi

(6 (cosh & —sinh 0) + x)T —|W||N
L (6 (cosh@—sinh @) —7)B

(W -6 wi)

N, - T,%l _ (T +vN +vB)
[l h-vi-i
[v; W[ +v, (¢ (cosh @ - sinh 0) 7 )IT
(6 (cosh @ —sinh 8) ) (v; —v,) + vy +vy7IN
D, (6'(cosh @ —sinh ) + ) + v, [W|IB

V2 -0 W)z vz -2)

A

3(V12_V22_V§)
. o2’
W[ -6 W)

\/5(1711_[1 - ‘72H2 - 17?,Hs )
V)

< =[Tal =
?(

Z'ﬂ—

elde edilir.
ii.2) |[\N||2 —0|W|(0 ise T'N'B"-Smarandache
egrisi  f, timelike bir taktirde

—
N
R G e B

ds J3

Uzere f egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve

egridir. Bu

burulmasi
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N

(6 (cosh @ —sinh 6) + k)T —|[W|N
T + (6 (cosh® —sinh ) — 7)B
ﬂl - s y
2wl -6
T, (T +v,N+v,B)
Ml i evien
[v; W]+ v, ((6 (cosh & —sinh ) — 7 )IT

—{(6'(cosh 6 —sinh 6) ) (v, —v;) +vyx +v,7IN

0.5

00

-0.5

10

sekil 1: o (s) egrisine ait T N'B

+v, (6 (cosh @ —sinh6) + ) + v, |W|IB
\/2‘"\/\/”2 _0 ”\N”‘(—Vlz +V22 +V32) Smarandache egrisi
\/3(—v12+v22+v§), Ornek 4.2. y(s) = (zsmh\/_ 2cosh\/_ \/_j
yay parametreli timelike egri olsun. J egrisinin,

K =T =Y ——3
2\IIWII —ﬁll\/\’ll\
\/§(_‘71H1+‘72H2+‘73H3) . e i« denklemi
T, =
5 B »" involit egrisinin parametrik denklemi
o Zsinh%+2|f/%s|cosh%,

v ()=

2lc—s| . o lc—s|

2COShi+ sin S i+
V3B V3’3 B3

bulunur.
seklindedir. »"(s) involiit egrisinin Frenet vektorleri
egrilik ve burulmasi T"(s) = (smh ,cosh— j
" NER J’
4. Ornekler
) \/— J5 NG N™(s) = (cosh\/_ smh\/_ j B"(s) =(0,0,-1),
Ornek 4.1. «(s) = C0SS,—=Ssins |, s yay
- RN N
s)=——= ve 7' (s) =0 seklinde elde edilir. involiit
parametreli timelike egri olsun. « egrisinin, « k()= \/_ 7(9)=0s
involtt egrisinin parametrik denklemi egrisine ait T'N"B"-Smarandache egrisi Sekil 2 de
gosterilmistir.

sins,

. £ \/_|c 3|, \/_coss \/g|c—s|

(s)=
ﬁsm S+ £|c s|coss

7"

seklindedir. " (s) invollt egrisinin Frenet vektorleri
egrilik ve burulmasi ise T"(s)=(0,—coss,—sins)
N"(s) =(0,sins,—coss), B'(s)=(10,0) «x (s)=1

ve 7'(s) =0 seklinde elde edilir. involut egrisine ait
Sekil 1 de sekil 2: 5 (s) egrisineait T N'B
Smarandache egrisi

T'N'B"-Smarandache  egrisi

gosterilmistir.
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5. Tartisma ve Sonug

Bu calismada, y timelike egrisinin ;/* involit

egrisinden elde edilen null olmayan T'N'B"-
Smarandache-egrilerinin Frenet vektorleri, egrilik ve
burulmasi y evoliit egrisinin Frenet vektorleri,

egrilik ve burulmasina bagli olarak elde edilmistir.
Benzer sekilde yapilan bu ¢alisma (5", ) Bertrand

egri iftleri ve (7, ) Mannheim egri ciftleri igin de
yapilabilir.
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