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Oz

Tam donugumler yarigubu olarak isimlendilen T,,, fonksiyonlarin
bileske islemine gére sonlu bir X, = {1,2, ..., n} kiimesi tizerinde
tanimlanan batiin fonksiyonlarin yarigrubudur. Bu donisiimler
icerisinden segilen tiim palindrom imajli dénisiimlerin kiimesi
bir yarigrup tegkil eder ve P, ile gosterilir. Bu ¢alismada T, nin
bir alt yarigrubu olan palindromik déntstimler yarigrubu P, nin
st ranki igin bir alt sinir hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Palindrom; Bagimsizlik; Dénlisiim Yarigrubu; Rank.
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Abstract

The full transformations semigroup T, is the semigroup of all
functions defined on a finite set X,, = {1,2, ..., n} according to
the composition operation of the functions. The set of all
palindrome image transformations selected among these
transformations forms a semigroup and is denoted by P,. In this
study, a lower bound was calculated for the upper rank of the
palindromic transformations semigroup P,, which is a sub
semigroup of T,,.

Keywords: Palindrome; Independency; Transformation Semigroup;
Rank.

1. Giris

Sonlu bir X, ={1,2,...,n} kimesinden yine X, e

tanimlanabilecek biitiin fonksiyonlarin kiimesi,
fonksiyonlarin bileske islemine gbre bir yarigrup teskil
eder ve bu yarigrup tam donilisimler yarigrubu olarak
isimlendirilip T,, ile gosterilir. Yine X,, kiimesi lzerinde
tim permitasyonlar (birebir ve 6rten donisimler) S,, ile
gosterilen simetrik grubu olustururken, Sing,, =T, — S,
singller donusimler yarigrubudur. Sing, < T, oldugu

aciktir.

Cayley Teoreminden sonra popdlaritesi artan dontisim
yarigruplari cebirin bash basina bir alt ¢alisma alani
olmustur. Bu baglamda donilisimler yarigrubu, bunun
farklh alt yarigruplari ve 6zellikleri, diger cebirsel yapilarla
karsilastirma yapilarak glinimize kadar calisilagelmistir.
Farkli
yarigruplarini

cebirsel yapilarda oldugu gibi donisim
da siniflandirma yoéntemlerinden birisi
doguray kiimesi ve rank kavramidir. S, sonlu dogurayli bir
yarigrup olmak (izere genel olarak rank, T doguray kiimesi
olmak tzere, rank(S) = min{|T|:(T) = SveT € S} ile

tanimlanir.

Palindrom ise soldan saga ve sagdan sola yazilislari ayni
olan bir kelime, climle, sayi ya da farkli karakterlerin bir
siralanmasi olarak tanimlanabilir. “teget”, “zaman yorar
akil kahreder hakli karar oynamaz”,

“06102008180020160"” 6rnekleri siralanabilir.

Tanim 1.1. X,, Uzerinde, i +j=n+1 icin f(i) = f(j)
sartini saglayan doéniusimlere palindromik doénisim

denir. Yani, klasik gésterimle, f € Sing,, olmak Uzere;

1 2 -n—1n
= r - ) F)
seklindeki donlgtmler palindromiktir. B, butln

palindromik déondsimlerin kiimesi, k = [[nT_l]] + 1 olmak
tizere n* elemanli olup T,, nin bir alt yarigrubudur (P, <

T,).

Yarigruplar ve donistiim yarigruplariile ilgili agiklanmayan
kavramlar igcin Howie (1995)
Mazorchuk (2009) a bakiniz.

ile  Ganyushkin and

2. Materyal ve Metot

Ozellikle déniisiim yarigruplarinda qigir agici calismalara
imza atan ingiliz matematikci John Machintosh Howie,
rank tanimindaki dogurma 6zelligine bagimsizlik tanimini
da ekleyerek yarigruplar icin asagida gosterilen bes farkh
rank gelistirmistir. (Howie and Riberio 1999, 2000).

Tanim 2.1. S sonlu bir yarigrup olsun. B € S olmak lizere
Vx €EB CS icin x & (B—{x}) ise B kiimesine S nin
bagimsiz bir alt kiimesi denir.

Tanim 2.2. S bir yarigrup olmak Uzere;

1, (S) = max{|A|: VA € S, A bagimsiz}
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7,(8) = min{|A|: 3A € S,(A) = S}

|Al: 34 € S,(A) = Sve}

r3(S) = max{ A bagimsiz

1,(S) = max{|A|: 3A € S, A bagimsiz }
15(S) = min{|A]: VA € S,(A) = S}

ile tanimh olup sirasiyla kiigiik rank, alt rank, orta rank, tst
rank ve genis rank olarak isimlendirilmistir. Ayrica kigik
rank ve genis rank tanimlarinda yer alan V evrensel
niceleyicisinden kaynakl, bu iki rank formiliize edilmistir.
(Howie and Riberio, 2000). Bu baglamda (Kelekci, 2011)
de, T,, tam donusimler yarigrubunun st ranki ve ayrica
(Kelekci, 2020) de ise B, palindromik dontstimler
yarigrubunun S, e gore relatif ranki ¢aligiimistir.

Bu bes rank arasindaki baginti asagidaki teoremde
verilmistir.

Teorem 2.1. S bir yarigrup olmak tizere 1, (S) < 1,(S) <
13(5) < 1, (8) < 15(S) dir.

ispat. Bir n > 1 tamsayisi icin ,(S) = nise |U| = n ve
(U) =S olacak sekilde bir U € S vardir. 7,(S) nin
tanimindan U bagimsiz olmak zorundadir. Aksi halde u €
(U \ {u}) olacak sekilde bir u € U mevcut olurdu ve bu
durumda (U \ {u}) = S ve r,(S) <n—1 olur ki bu da
7,(S) = n olmasiyla celisir. Bir m =1 tamsayisi igin
7,.(§) = m, r,(S) = n ve kabul edelim ki n < m olsun. O
zaman |U| = nve (U) = S olacak sekilde bir U € S vardir.
Ayrica, U € V, |[V| = mveV bagimsiz olacak sekilde en az
bir V € S vardir. Dolayisiyla n < m oldugundan V' \ U #
@ olup en az bir ve€ V\ U mevcuttur. V bagimsiz
oldugundan v & (V \ {v}) olur. Ayrica, U S Vvev eV \
U oldugundan (U) € (V \ {v}) olup v & (U) olur. Bu ise
(U) = S olmasi ile gelisir. O halde m < n olup r,(S) <
7,(S) olur. Eger|U| = r,(S) ve (U) =S ise gosterildigi
Uzere U < S bagimsiz olur. Béylece 73(S) nin tanimindan
1,(S) = |U| < 13(S) olur. Benzer sekilde, r5(S) = |U|,
UcS bagimsiz ve (U) =Sise 1,(S) nin tanimindan
13(S) = |U| £ 1, (S) olur. Son olarak 1,(S) < 15(S)
oldugunu gosterelim. Bir t = 1 tamsayisi igin r5(S) = t ve
bir k = 1 tamsayisi igin 1, (S) = k olsun. Kabul edelim ki
k >t olsun. O zaman S nin k elemanh bagimsiz bir alt
kiimesi V € S mevcut olup herhangi bir v € V igin |V'\
{v}] =t ve r5(S) nin tanimindan (V' \ {v}) = S olur. Bu
durumda v € (V \ {v}) olur ki bu V nin bagimsizligi ile
gelisir. O halde k <t yani 1,(S) < r5(S) olur. Boylece
11(8) < 1 (S) < 13(8) < 71 (S) < 75(5)
gosterilmis olur. m

oldugu

Tanim 2.3. Donisim vyarigruplart icin Green denklik
bagintilari, a, 8 € T,, olmak Uzere;

i) alf & ima =imp
i) aRB < kera = kerf
i) aHp < kera = kerff ve ima = imf

iv) aDB < |ima| = |imp)|

olarak tanimhdir. Ayrica T, nin n tane D denklik sinifi
vardir ve bir Dy, sinifinda;

a) (:) tane farkh £ sinifi

b) S(n, k) tane farkli R sinifi

c) S(n, k)(:) tane farkli  sinifi

d) Bir H sinifinda k! tane eleman

e) Bir L sinifinda S(n, k) k! tane eleman
f)  Bir R sinifinda (Z)k! tane eleman

g) bir £ sinifinda n® ¥ tane grup olan # sinifi

h) Bir Dy, sinifinda (Z)S(n, k)k! tane eleman

vardir. Burada S(n, k) ikinci tip Stirling sayisidir.

3. Bulgular

Teorem 3.1. Palindromik dénusimler yarigrubunun Ust
ranki, 7, (B,) = |B| dir. B bir kiime olup, palindromlari ilk

elde ettigimiz en bliylik D sinifindaki ([[nT_l]] + 1. nci sinif),

grup olan H siniflarindaki idempotent elemanlardan ve
grup olmayan H siniflarindaki bitin elemanlardan

olusur.

ispat. Diizgiin D siniflarinin kombinatorik 6zelliklerinden
hareketle ve ayrica palindromik donusiimler, sahip
olduklari gekirdek (ker(f) ={(x,y) € X, X X, : xf =
yf}) yapisindan kaynakli ayni R sinifinda bulunurlar.

idempotentler, bulunduklari £ sinifinin  sag  birimi,
R sinifinin sol birimi ve H sinifinin ise birim elamani roli

Ustlenirler. Kalan elemanlar ise

im(af) € im(B) (1)
oldugundan imaji azaltip ve

ker(a) € ker(af) (2)

parcalanisi arttirarak sabit donisiime giderler. Sabit
donlistimler ise yine palindromiktir.
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Simdi B kiimesinin bagimsiz oldugunu ispatlayalim. Tanim
geregi B kiimesinin her bir elemani, kalan elemanlar
tarafindan Uretilen alt yarigrubun elemani olmayacak.
Yani Va € B icin a ¢ (B — {a}). Varsayalim ki herhangi
bir B € B icin B € (B — {B}) olsun. O halde § = 6, 6,

Oy olacak sekilde 81,04, ...,6, € B—{B}
palindromlari vardir. (1) ve (2) den ker(8;) = ker(B) ve
im(6,) = im(B) olur. §;,8,, ..., 8, ve B ayni R sinifinda
yer aldigindan ([[n%l]] + 1. nci sinif), hepsinin ¢ekirdekleri
esit olup ker(8,) = ker(B) dir. O halde 6, ve B

donusimleri, imajlari ve gekirdekleri esit oldugundan ayni
H sinifinda bulunurlar.

Eger [ palindromu bir idempotent ise, § ile &, aynmt H
sinifinda bulunamaz. B kiimesinin tanimiyla celisir. Bu
sebeple B — {8} kiimesinde, ker(8,) = ker(B) olacak
sekilde herhangi bir eleman yoktur. Yani B & (B — {8})
olup B bagimsizdir.

Eger [ palindromu bir idempotent degilse, idempotentler
R sinift icin sol birim gorevi Ustlendiginden mimkin

carpmalar sonucunda grup olmayan H sinifindaki
elamanlarin disinda eleman dogurulmaz. Ayrica grup
olmayan H siniflari kapal olmadigindan (aslinda bagimsiz

alt kime oldugundan) miimkin garpmalar imaji azaltir.
Yani  lim(B)| = |im (8 6 - 8,0 < [ +1-1
olur. Bu ise f nin HnT_l]] + 1. nci D sinifinda olmasiyla
gelisir. O halde B ¢ (B — {B}) dir. m

P; ve P, icin ornekle teorinin anlagilmasini saglayalim.

Oncelikle, Green denklik bagintilarindan hareketle

olusturulan ve yumurta kutusu olarak adlandirilan diizglin
D siniflari (sttunlar £ sinifi, satirlar R sinifi ve kesisimleri
H sinifi olmak tizere) Ty igin asagidaki gizelgedeki gibidir.
Kalin olarak gosterilen déntsimler palindromiktir. Ayrica

ile indislenen donlsimler imajina kisitlandiginda

birim  donlsim  oldugundan idempotenttir ve

bulunduklart H siniflari ise birer gruptur.

nes (B2 UG2D63 96 IDEIIE 1Y
RN HR PR
* 1 2 3,y(1 2 3 *
5 (i ; i)’(; i Z (1 3 17'\3 1 3) (; ; g)’(; § g)
B EOHBI [P LRI L R

] HRIAEHE)

P; igin bagimsiz B kiimesi,

G205 9671396 ;3

elemanlarindan olusur. O halde r,(P;) = 4 dir.

Benzer sekilde P, icin bagimsiz B kiimesi,

(LD
(1441)’(41 14)’(2332)'(3223)

olup 1, (P,) = 8 bulunur.

4. Sonuglar ve Tartisma

Bu ¢alismada Palindromik dontisiimler yarigrubunun st
rankiicin bir alt sinir hesaplanmistir. Ayniyarigrubun farkh
rank ve doguray kiimeleri agik problemdir.

Etik Standartlar Bildirgesi
Yazarlar tim etik standartlara uyduklarini beyan ederler.

Cikar Catismasi Beyani
Yazarlarin bu makalenin igerigiyle ilgili olarak beyan edecekleri higbir
¢ikar catismasi yoktur.
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