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Ozet: Bu calismada Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri iizerinde duruldu. Ayrica Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin birbiriyle olan iligkilerini gdsteren bazi 6zel 6rnekler bulundu.

Anahtar kelimeler: Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri

ON GRUNWALD-LETNIKOV, RIEMANN-LIOUVILLE AND CAPUTO
FRACTIONAL ERIVATIVES

Abstract: In this study, Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives were emphasized. In addition,
for relationships between Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives some special examples
were investigated.
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1. Giris

Keyfi mertebeli diferensiyel ve integrasyon kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve n-katli integralleri birlestiren ve
genellestiren kavramlardir. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger
bir ¢cok matematik¢inin, kesirsel mertebe igin diferensiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan oncii

caligmalariyla gelismeye baslamistir [1,2,3].

Kesirsel diferensiyel teorisi ¢esitli madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek
¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsayir mertebeli tiirevlerle karsilagtirildigi zaman, kesirsel tiirevler ig¢in 6nemli bir
avantajdir. Kesirsel tlirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel o&zelliklerinin matematiksel
modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir [4,5,6,7,8].

Bu ¢alismada Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri iizerinde duracagiz. Oncelikle
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerini tanimlayip bu yaklagimlar arasinda nasil bir

iliski bulundugunu gostermeye calisacagiz.
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Kesirsel diferensiyel operatorii igin a ve t sirasiyla alt ve iist limit, p de pozitif bir reel say1 olmak iizere p.

mertebeden Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel diferensiyel operatorleri igin sirasiyla
DP(t), “*DPf(t), SDPf(t) notasyonlarmi kullanacagiz.
2. Temel Tammmlar

n. mertebeden tiirevlerin

df(t) d*f(t) d’f(1)
dt °  dt? dt’

> >

f(t),

sonsuz dizisini g6z oniine alalim. Keyfi mertebeli diferensiyel diisiincesi aslinda tekrarlanan diferensiyelin bir

n

genellestirilmesidir. Burada temel amag

sembolii ile gosterilen operatdriin n tamsay: degerli parametresini,
tamsay1 olmayan bir p parametresi ile yer degistirmektir. Simdi bazi temel tanimlar verelim.

Tamm 2.1. m, m<p<m+1 gartin1 saglayan bir tamsay1, f siirekli bir  fonksiyon, £*(t), (k=12,...,m+1)

tirevleri de [a,t] kapali araliginda siirekli olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald-

Letnikov kesirsel tiirevi

m f(k) (a)(t—a)"’”‘ 1 ¢ R
k=0 F(—p+k+1) * F(_p+m+1) I(t_T) f (T)d‘t (1)

a

DI =

dir.

Tammm 2.2. f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. meN, m-1<p<m

olmak tizere t>a iginreel bir f fonksiyonunun p. mertebeden Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

1 dr

SDM(t) = ———
DO I'(m-p) dt™

j (t—-1)" "' f(t)dt )

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.3. m, m—-1<p<m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, p herhangi bir pozitif say1 ve f fonksiyonu da

m defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Caputo kesirsel tiirevi

1 j- £ (1)dt

‘Df(t) =
a t ( ) r(m_p) ) (t__t)pﬂfm

3)

ile tanimlanir.

t>0 i¢in m+l siirekli tireve sahip £ fonksiyonlarmin bir sinifi ele alinirsa bu takdirde (1) ile verilen



68

Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevi, (2) ile verilen Riemann-Liouville kesirsel tiirevine esittir. Bununla birlikte ayn
sartlar altinda Caputo kesirsel tiirevi ile diger iki yaklagim arasinda bdyle bir esitlik s6z konusu degildir. Simdi
Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yaklagimlarinin hangi sartlar altinda esit olduklarini gosteren bir teoremi

ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1. f(t) fonksiyonu [a,t] arahiginda (n—1) defa siirekli diferensiyellenebilir ve £™(t) tiirevleri de

[a,7] aralifinda integrallenebilir olsun. Bu takdirde her p (0<p<n) i¢in " D’f(t) Riemann-Liouville tirevi

GL
a

mevcuttur ve . Df(t) Griinwald-Letnikov tiirevine esittir. Eger 0<m-1<p<m=<n ise bu takdirde a<t<=t

i¢in
-1 £0) _ i-p
f%)(t—a) N 1

LDPE(1)=""D"f(t =
D= DA ; L(d+j-p) I'(m-p)

j t-1)"" ™ (1)dr 4)
esitligi saglanir.

Ispat : Tanim 2.1 de m yerine m—1 alinirsa

oL _mfl f(j)(a)(t—a)jfp 1
e D D e B B Yo

j(t —)" T ™ (r)de

esitligi elde edilir. Diger taraftan

d_m oY (a)(t_a)mﬂ?p 1 ‘ o\ 2mp-l g (m)
dt™ [; rd+m+j-p) " '2m-p) !(t 2 fr (mdi (%)

ifadesini g6z Oniine alalim.

J‘(t _ T)Zm—p—l f(m} (‘C)dT

integraline m defa kismi integrasyon uygulanirsa
I (t—1)"' " (t)dt=—(t-a)" "' f" (@) +2m—-p— I)I (t—1)" £V (1)de
— _(t _ a)Zm—pfl f(m—l) (a) _ (2m _ p _ 1)(t _ a)Zm—p72 f(m—Z) (a)

+(2m-p-1)2m-p- 2)j' (t—1)>" " £ (1)de

=—(t-a)" "' f" Y (@)-2m-p-I)(t-a)" " f "V (a) -
-C2m-p-1)2m-p-2)---(m-p+2)(t—a)""f(a)
+2m-p-D2m-p-2)---(m—-p+ 1)j(t —1)"" ' f(7)dt (6)

_ R fU@)(t-a)"""T(2m -p)  T[(2m-p)
C(m—p+1+j) ['(m —p)

j (t-o)" "' f(r)dr
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elde edilir. (5) ve (6) birlikte degerlendirilirse

& @)
df" & T(1+m+j—p) r(zm D)?

Jie= e o

& RP@E-a" Y@-ay Tem—p) Tem-p) [ .,
ar's r(1+m+J D Tm- p){Z Mmoo |9 O] @
jf“ j (=™ F(oxdg
bulunur.
Ayrica (2) esitliginde 0<a <1 olmak iizere p=m—oa alinirsa
LD () = —— ! i j( —1)“'f(1)dr ®)
Y [(o) dt™ <

elde edilir. (8) esitliginin her iki tarafinin n. mertebeden tiirevini alalim. Buradan

d" RL m-a e a-1 RL n+m-o
DI f(t)) = t— f(t)dt="_D;™""f(t
DO = 1o )dth( O f(D)dr="D}" 1 (1)

bulunur. Son esitlikte tekrar p=m—ao alinirsa

d" RL 1 dam l m—p-1 RL Ty n+
—(CDf(t)=——| (t— " (t)dt="D""f(t 9
(D) r(m_p)dtm[( )" f(v)dr=", D] (1) ©)

oldugu goriiliir.

Diger taraftan p >0 icin Riemann-Liouville integrali

RL 1N -P _ 1 ( p-1
‘D f(t)—@.!.(t—r) f(1)dt (10)
dir [1,9]. (7), (9) ve (10) dikkate alinirsa

AL S T )
dt_"‘[m-!-(t )" f(r)dt] =

RL

(TPEO=" DI

elde edilir. Boylece verilen sartlar altinda Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevinin Riemann-Liouville kesirsel tlirevine

esit oldugu goriiliir.

.. 1 . .
Ornek 2.1. f(t)=t’> fonksiyonunu gdz oniine alahm. p =E ve p =% alirsak fonksiyonun Teorem 2.1 in
sartlarini sagladigimi goriiriiz. Oncelikle bu fonksiyonun Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

1
a) p= P icin Tanim 2.1 dikkate alinirsa m =0 dir. Ciinkii m, m<p<m+1 sartini saglayan bir tamsayi

olmalidir. Ayrica l"(%) =\/; oldugundan
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DPf(t) = i f®a)(t—a)™™" X

t mpf(m+1) d
= T'(-p+k+D r'- p+m+l)~[( 2 (Dde

_fU@t-a)®

1 1 j.(t—r)_%f’(r)drzaz(t_a)2+ j.(t—r)_%Zrdr
Mo+ T rdy  rdy:

D L 2w =t 2 e -2

NS NN

_ L a'(t-a) 7 +4t(t-a)’ —%(t—a)% oL +4t(t—a)2 —i(t—a);]

T =
_3a’+12t(t—a)—4(t—a)®  8t’—a’ —4at

3(t—a)%«/; 3(t—a)%«/;

bulunur.

. 1 1
b) p :% olsun. m, m<p<m+1 sartim1 saglayacagindan m=1 dir. F(E) =Jn ve F(_E) =2Jn oldugu

dikkate alinirsa

t

m (k) _ -p+k
aprpp=y @D ] [t=pme (e
= I'(-p+k+1) TI'(-p+m+1)9

3
IR NG (e I

: j(t—r)l’if"(r)dr
K= F(—5+k+1) F(—E+1+1)“

f@i-a) fa-a) ¢

LoE
1 j(t—r) 2dt

1 1 )
l“(—5) F(E) F(E)
az(t—a)% 2a(t—a) ?
= A(t = [-2 2 4
—2ﬁ+ 7 J_[(a)]f (a)+a(ta)+(ta)]
=L[_ a’ . 2a 1 +4(t—a)5]=_a +4a(t—az+8(t—a) =8t +3a’ :lZat
Vn 2t-a)’ (t—a)’ 2t-a)’r 2At-a)’n

elde edilir.

.. . 1 3 .. . .
Ornek 2.2. f(t)=t’ fonksiyonunu géz éniine alinirsa p = 5 ve p= 5 icin fonksiyonun Teorem 2.1 in sartlarin

sagladig aciktir. Simdi bu fonksiyonun Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

I .. . . .
a) p= 5 icin Tanim 2.2 dikkate alinirsa m, m—1<p<m sartin1 saglayan bir tamsay1 olacagindan m =1dir.

1
Boylece F(E) =Jn oldugu goz oniine alinarak
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t

Rngf(t):r(m%_p)jt: !(t—r)m'“"f(f)dtzr(l_l)d—f(t— e
:Tz)dtf(t_)z K J_d [oie-wa-r dij 2 s
:%di 2t2(t—a)15 —ﬂ(t—a)% +£(t—a)§]

:T[4t(t—a)2+t (t—a) 2—%@ 2)? —2t(t—a) +(t—a)’]
:T[Zt(t 2)? + (1 a)z—i(t a)? ]—ﬁ[Zt(t 2)? + (t_;); —%(t—a)g]

_6t(t—a)+3t’ —(t—a)® 8t’—a’ —4at

3(t—a)%\/z 3(t—a)%«/;

bulunur.

3 . 3 .
b) p=— alinirsa Tanim 2.2 den m =2 oldugu goriilir. Buradan fonksiyonun p=— mertebeli Riemann-
2 2

Liouville kesirsel tiirevi

“DE(t) Ry j (t—7)" f(t)dt = o 3) d
I(t—T)thdT— d ‘J‘d %(t—u)zdu

) Jm dt

\/1_ d2 ‘J.“( Zmz +u )du-\/l_ ——(t—a)z += (t—a) ]

L4 )T +2tt—a) —Litma) e e e ma) T 43t —a) ? + 2 (t—a)?
_ﬁa[t (t—a) > +2t(t—a) 3(t a)?] \/;[ 2(t a) 2 +3t(t—a) +2(t a)?]
:L[_ t? . 3t ] _‘_i(t_a)%]:3(t—a)2+6t(3t—a)—t2 :8t2+3a23—12at

Vn 2t-a)’ (t—a)? 2(t-a)’Vn 2At-a)’r

olarak hesaplanir.

Ornek 2.3. f(t)=t> fonksiyonunu géz 6niine alalim. p =% ve p= 3 alalim ve fonksiyonun Caputo kesirsel
tiirevlerini hesaplayalim.

a) Tanim 2.3 dikkate alinirsa m=1 dir. Ciinki m, m-1l<p<m sartin1 saglayan bir tamsay1 olmahdir. O

halde F(%) =vn oldugu dikkate alinarak
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c 1 ‘ f(m)(‘t)d‘t 1 ( -1 , 1 L
Drf(t) = = t—1) 2 f'(r)dt=——|(t—71) 221d
(DIE(t) r(m_p)!(t_r)m m_;)!( ) ()t F(;)!( v) 22t

:%[Zt(t—a); —%(t —ay] :%[Zt(t —ay? —%(t _a)Z]EI:—:Z
2 6t(t—a)—2(t—a)’, 8t’—4dat—4a’

=T[ T ]= T
m 3(t—a)’ 3(t-a)’n

elde edilir.

b) p= % icin Tanim 2.3 den m =2 oldugu goriilebilir. Burada F(%) = \/E oldugu goz Oniine alinirsa

CDIf(t) =

1 j- f™(tydr

1 t 27171 1 t ,l
= t-1) * f(t)dr=——[(t-7)22d
F(m _p) ’ (t _ T)p+l—m F(z _é) :!.( T) (T) T F(%) '!( T) T

3
4 L4 L(t—a)>  4(t—a)®  4t"—Sat+4a’
—=(t-a)’ =—=(t-a)’ 7= =

I A (t-a)’ (t—a)%x/; (t—a)%x/g

—1) 2dt =

.
Rl

olarak bulunur.

Ornek 2.1 ve Ornek 2.2 den hareketle Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinin belirli
sartlarda ayni sonuglar1 verdigini sdyleyebiliriz. Ornek 2.1 ve Ornek 2.2, Teorem 2.1 in bir uygulamasi olarak
karsimiza ¢ikar. Ornek 2.1, Ornek 2.2 ve Ornek 2.3 birlikte degerlendirilirse Caputo kesirsel tiirevinin

Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinden farkli oldugunu gorebiliriz.

Simdi de Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin hangi sartlarda esit olduguna bakalim.

Teorem 2.2 : f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir, m, m-1<p<m olacak
sekilde pozitif bir tamsay1 ve p herhangi bir pozitif say1 olmak tizere £®(t), (k=0,2,.,m—1) tiirevleri de
[a,t] kapali arahginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde eger k=0,1,2,...m—1 i¢in f%“(a)=0

sartlar1 saglanirsa

DI ()=Df(1)

dir.

Ispat :

RLyp —; " _ )l
ﬂD|f(t)—F(m_p) dtm!(t )" f(t)dt (11)

ile verilen Riemann-Liouville kesirsel tiirevini ele alalim.
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j(t 7)™ f(1)dt

integraline m defa kismi integrasyon uygulanirsa

t

[ (t_a)mipf(a)+ 1 J‘(t—t)mf"f'(t)dr

j (t—1)""' f(r)dr =

i m-p m-p
_t-afE | (-t 1 j(t o e

m-p (m-p)(m-p+1) (m-p)(m-p+1)+
_(t-a)""fla)  (t- a)""'f(a) . (t-a)""f"a)

m-p (m-p)(m-p+1) (m-p)m-p+1)(m-p+2)

1 ( nopi2 o

+(m—p)(m—p+1)<m—p+2)!(H) Hode
_(t-a)"f@)  (t —a)""'f'(a) . (t—a)"""f"(a)

m-p (m-p)(m-p+1) (m-p)(m-p+1)(m-p+2)

(t—a)™™ ™ £ (a) 1

+ j(t —)" P ()de
m-p)(m-p+1)..(m-p+m-1) (m-p)(m-p+1).(m-p+m-1)7

B m-1 (t — a)m*mk f(k)(a)r(m _ p) F(m _ p) t e
_; IF'm-p+k+1) +F(m—p+m):!‘(t R ™ (t)dr (12)

bulunur. (11) ve (12) birlikte degerlendirilirse

RLa fo(t) _ % & J.(t )" 1 f(‘[:)d‘l?
__ 1 4" - Y @lm-p) [(m-p) j (t=1)" " £ (r)dr ]
F(m—p) dt” r(m—p+k+l> F(m=p+m),

_ﬂ m-1 (t—a)""‘”k f(k)(a)

S dt” [kzzo“ Fm-p+k+1) F(m p+m)

_& F(m-p+k+1)(t—a)"f"(a) . I'(m-p+m) I(t—r)m'p'l £ (o)
= T(m-p+k+DI'(k—-p+1) I'm-p+m)'(m—-p)

j (t—7)™ "™ £ (g)dr ]

e

_mfl (t—a)k—pf(k)(a) 1 t e _m (t—a)" pf(k)(a) LD
& Tk-p+) +F(m—P)'!(t R (T)dT_; T'kk-p+1) DI

elde edilir, yani

_ k-p (k)
wore(y = 3 LT ey

dir. Yukanidaki esitlikte k=0,1,...,m—1 igin f“(a)=0 sartlar1 saglanirsa Riemann-Liouville kesirsel tiirevi ile
Caputo kesirsel tiirevinin birbirine esit oldugu goriiliir.

.. . 1 3 .

Ornek 2.4 f(t)=(t—a)’ fonksiyonunu ele alalim.p = 7 ve p= 7 alirsak fonksiyonun Teorem 2.1 ve Teorem

2.2 nin sartlarim sagladig: goriiliir. Oncelikle bu fonksiyonun Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.
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1. . .
a) p= 3 icin Tanim 1.1 dikkate alinirsa m, m<p<m+1 sartini saglayacagindan m = 0 dir. O halde

m (k) )\ -btk t
Gﬂxﬂgzzf @)t-a) ™ | ! [t=nm " ()de
= TI'(—p+k+] I'(—p+m+1)?

£ (a)(i[—a) ’ + 11 j(t 1)’ f (r)dr——j(t 1) 22(1: a)dr
P+ T +D® F()

1

:%j(t—t);(t—a)dr:ﬁ !a[(t—a)ul —ug]du :ﬁ[Z(t—a)

3

2 128 )
_E(t_a) ]—3\/;0 a)

3
2

elde edilir.

b) p= % almirsa m =1 oldugu agiktir. Buradan p =% mertebeli Griinwald-Letnikov kesirsel tlirevi

m_ (k) o)k t
%Dﬁmsz(”“a) + ! [t=nm " (e
= T(p+k+D I'-p+m+1)+

ja T)Zf%ﬂdrz-——-ja 1) 2 2dr—-—-a—ay

_ ‘f“%@a—af%k+ 1
k=0 F(—%+k+1) (—3+1+1) ( ) @ Vn

olarak bulunur.

.. ) 1 .
Ornek 2.5 f(t)=(t—a)* fonksiyonunu ele alalim. p = Py ve p= % alinirsa fonksiyon Teorem 2.1 ve Teorem 2.2

nin sartlarmni saglar. Simdi bu fonksiyonun Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

1 . 1 D .
a) p=— alinirsa Tanim 2.2 den m =1 oldugu goriiliir. Buradan fonksiyonun p =— mertebeli Riemann-Liouville
2 2

kesirsel tiirevi

1 " 1 d
_— t—7)" "' f(r)dt = —|(t-1) * d
E— j( )" f()de m_l)dj( 5" (-0

LD =

I(t 1) 2 (r a)’dr= df Z(t—a u)’du=— ij‘ 2(t—a)z—2(t—a)u%+u%]du

r() fdj mdt

3

(t—aﬁ+§<t—a)§]:i<t—a)E

3Wn

f o L a-a)y -

olarak hesaplanir.

b) p =% icin Tanim 2.2 dikkate alinirsa m, m—1<p<m sartin1 saglayacagindan m=2 dir. Boylece p =%
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mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

W Ldm e I S P == D
DI =g dtm!(t 7" f(1)dt = —m_})dz [t-0 (—a)yde
14
= T) 2 (t a)’dt=—=— |u *(t—a—u)’du
F(l)dt Jr dt?
L d tJ:[u ;(t a)’ —2(t— a)ul +u’ ]du— ! [2(t— )g—%(t—a)gﬁ-%(t—a)g]

T m e
14 4 !
fdz[ls(_)] ﬁ(t—a)

T

dir.

.. ) 1 . .
Ornek 2.6 f(t)=(t—a)’ fonksiyonunu gbz oniine alalm.p = 3 ve p :% icin fonksiyonun Teorem 2.1 ve

Teorem 2.2 nin sartlarini sagladigini biliyoruz. Fonksiyonun Caputo kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

a) Tanim 2.3 dikkate alinirsa m =1 dir. O halde fonksiyonun p :% mertebeli Caputo kesirsel tiirevi

1 ¢ f™(0)de 1 ¢ f'(vde 1 L
p+l-m = = (t - T) : 2(‘E - a)dT
I'(m-p) 'a[ (t—-1) ra- 7) (t- ’E)E” - 1—*(%)

\Df(t) =

®

t-a 1 1

:%j‘(t—r);(r—a)dt :% ju’E(t—a—u)du :% j[u’E(t—a)—uE]du

0

- 0= - 2-a )=y

dir.

b) Tanim 2.3 den p :% icin m =2 oldugu dikkate alinirsa

1 j f"(dt 1 ¢ f'(v)de

1 ol
e — = (t—7) 22dt
F(m-p)y (t=1) rQe- %) s (t— T)T"z 1-‘(%) !

DIf(t) =

=%[2<t—a)5]=%(t—a)5
bulunur.

Ornek 2.4 ve Ornek 2.5 birlikte degerlendirilirse Teorem 2.1 in sartlari saglandigindan Griinwald-Letnikov ve

Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinin esit oldugu gériiliir. Ayrica Ornek 2.5 ve Ornek 2.6  dikkate alinirsa

k=0,1,.,m—-1 i¢in f*(a)=0 sartlar1 altinda Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin ayn1 sonuglari
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verdigini sdyleyebiliriz. Ornek 2.4, Ornek 2.5 ve Ornek 2.6 dan hareketle, Teorem 2.1 in sartlarina ilave olarak
k=0,... m—1 igin f*(a)=0 sartlar1 da saglanirsa Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel

tiirevlerinin esit oldugu goriiliir.
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