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BANACH UZAYLARINDA SINIRSIZ DONOSOMLER VE A5 TOPLANABILIRLIK

Hilseyin GAKALLI
E.U. Fen-Edebiyat Fakiltesi, KAYSERI

BzeT

Bu galigmanin birinci kesimi gerekli tanim ve teoremlere ayrilimiy, orjinal
kesimlerden biri olan fkinci kesimde de Bnce ki yeni tanim, sirastylas
ayrilabilir y8nlendiritmig ciimle ve ayritlabilir ag§ tanimlar, verilmis ve
arkasindan iki lemma ve [ki teorem ispaflanm1§f|;. Son kesimde de sinrrsiz
clabilen lineer dénilglimlerin aglarinin matrisieri ile ilgili regiliterlik,

L-regiileriik ve konservatiflik teoremleri verilmigtir.

UNBOUNDED OPERATORS AND NET SUMMABILITY (N BANACH SPACES
SUMMARY

The first section of this paper is devoted tc known necessary definitions and
theorems, and in the second section, which is one of the original sections,

It has been given the definitions of seperable directed set and seperable net,
respectively and then proved two lemmas and two theorems. In the last section,
the theorems of regularity, L-regularity and conservativity related to matrices
of nets of linear operators which may be unbounded have been given.

1- GIRtS

Diziden-diziye ilk dnemli ¢alisma Toeplitz,0. tarafindan 1911 yilinda yapil-
mistir £5]. 0 galigmada reel ya da kompleks regtler iicgensel matrisleri
karakterize eden bir teorem verilmistir. 1920 de Schur [4], bu teoremi lggensel
olmayan matrislere su sekilde genellestirdi.

Teorem 1.1. Reel veya kompleks terimli bir A=(ank) matrisinin yakinsak her bir
diziyi yakinsak bir diziye, aynm1 limitle doniistirmesi igin gerek ve yeter ko-
sullar:

(a) supnkz‘ |ap | < o2

(b) lim ank=0

M+ o
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{c} 1lim z I 1

n- o k=1
- 1950 de Robinson,A. bu teoremi tam normlu uzaylarda asadidaki sekilde verdi
[31.

Teorem 1.2.X tam normlu bir uzay olmak {zere, X den X e sinirli lineer doni-
simlerin diziden-diziye bir matrisi Az(Ank) nin regiiler olmasy icin gerek ve
yeter kosullar:

(1) M,n den bagimsiz olmak izere [fA 4,A oseccusAsee.]|= a e M <o

(2) Her k&N igin, lim &mﬂ

n -«

(3) Her neN igin, :{ A k:A mevcut,
ko1 KN

{4) lim An =: }
n-w

Bu teorem asagidaki sekilde de ifade edilebilmektedir.

Teorem 1.3.X bir Banach uzay1 olmak lizere, X den X e sinirli lineer dinisim-
lerin diziden-diziye bir matrisi A:(Ahk) nin regiler olmasi igin gerek ve
yeter kosullar:

m
(1) sz_1p'nk(xk) fl¢K, (mn=1,2,....,n€N icin || x,|]& 1)
olacak sekilde m ve n den badimsiz bir K sabiti vardir.

(2') her k&N ve her xeX icin lim An k(x):O {x)=0

Nowo

(3')  her neN ve her x¢X igin:E: An,k{x)=An(X) mevcut,
k=1
(4')  her x¢X igin lim An(x)=1(x)=x

N -0

Bu teorem gibi uzaylarin farkl:i olmasi durumunda yani Anklerinbir X Banach
uzayindan dider bir Y Banach uzayina sinirli lineer doniigimler clarak alinma-
s1 halinde de L-regiilerlik ve konservatiflik teoremleri ifade edilebilir.

Lorentz ve Macphail, [21 sinirsiz déniisimler ile ilgili iki teorem ispatla-
yip, regilerlik kavramini Ank larin sinirsiz olabilen dénfisimler olabilmesi
halinde vermistir. Bu teoremleri asagida veriyoruz.
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Teorem 1.4 X bir Banachuzayl olmak idizere X in kapal: lineer alt uzaylarinin
bir dizisi (Ln) olsun. Her neN igin Tn’ Ln tzerinde sinirli ve X den kendisi
igine lineer bir dénlsim olmak lzere her bir x¢X icin ( x))dizisinin X de
stnirly oldujunu varsayalim. Bu takdirdeher neN icin m, f\m izerinde sinirli

olacak sekilde bir meN vardir. h=l

Teorem 1.5. X bir Banach uzay1 olmak Gzere her n¢N igin Lﬁ:Ln+l olacak sekilde
X in kapali lineer alt uzaylarinin bir dizisi olmak iizere TH sinirli, Sn’ Ln
nin disinda sifir olsun ve her neN igin Tn=5n+Tﬁ tzellidi saglansin. Her neN
igin rn= S +T' ozelligi saglansin. Her xX icin (Tn(x)) dizisi sinirli olsun.
Bu takdlrde T ler birim yuvarin L tarafindan kapsanmayan kismi iizerinde si-

nirli clacak §ek11de bir n oEN vardlr.

[2] de Teorem 1.4 den yararlanilarak, her bir terimi lineer donlisim (sinirl:
olmak zorunda dedil) olan diziden-diziye matrisler icin regulerlik teoremi
Banach uzaylarinda ispatlanmistir.

Biz yukaridaki teoremleri aglar icin verecediz ve her bir terimi lineer
donlgim (simirll olmak zorunda dedil) olan ajdan-agja matrislerde regiilerlik,
L-regiilerlik ve konservatiflik teoremlerini Banach uzaylarinda ispatlayacagiz.
Uzaylarin Frechet uzaylar: olarak alinmasi halinde yukaridaki teoremlerin ge-
cerli olup olmadiginin arastirilmasy ise gok zor bir problem olarak kargimizda
durmaktadir. Gok udragmama ragmen bu problemi ¢ézmeye heniiz muvaffak olamadim.

2. AGLAR VE SINIRSIZ DONOSUMLER

Once aglarla ilgili bilinen tanimlar: ifade edelim. D, bos olmayan-bir cumle
olsun. Eder D lUzerinde birg kism: sinirlama bagintisi var ve D bu siralamaya
gire tam siral1 ise (D, <) ye yonlendirilmis ciimle diyecegiz.

Eder her deD igin  {e: etD, e«d} cimlesi sonlu ise (D,g) ye sonlu bas-
langig parcalarina sahip yonlendirilmis ctmle denir. Eger bir f fonksiyonun
tanmm cimlesi bir g badintisi ile yénlendirilmis bir cimle ise f fonksiyonuna
bir ag denir ve (f(d)), d¢D, ¢) veya karisiklik yaratmadigi siirece (f(d), deD)
veya (fdeeD semboilerinden biri ile gésterilir.

{f(d)), deD) bir aj ve E yonlendirilmis bir cimle olmak Uzere eder her etE
icin h(e)=f (g{e)) ve her bir deD igin e<p oldugunda d<g(p) olacak bigimde
bir etk var olacak sekilde E den D ye bir g fonksiyonu bulunabiliyorsa,(h(e),
etE)=(f(gle)) eE) agina {f(d),d¢D) aginin bir alt ag1 denir.

Simdi incelememizde sik sik kullanacadimiz yukaridaki tanimlara ek olarak
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yeni bir tanim verecegiz.

Tamim 2.1. (D,< ) yonlendiriimis bir clmle olsun. Her d¢D i¢in mgn oldugun-
da d<g(n) olacak sekilde bir m«N bulunacak sekilde N den D ye bir g fonksi-
yonu varsa (D,g) ye ayrilabilir ydnlendirilmis cimle denir.

Lemma 2.2. D sonsuz bir cimle olmak tzere (D,<) sonlu baslangig pargalarina
sahip yonlendirilmis bir ctmle ise ayrilabilir ybdnlendirilmis bir cimledir.

Ispat: Bir dlﬁD alalim. D sonlu baslanglg¢ parcalarina sahip oldugundan,
kard({ e:esd, })=k1 olacak sekilde bir k (N vardir. g(k1)=dl diyelim. D son-
suz elemanl1 oldugundan, d1$d§ ve dI#d2 olacak sekilde en az bir d2£D vardir.
Bu takdirde, kzﬂN olmak (zere,

k1<kard {e: eéd2 } =k2

dir. d2=g(k2) diyelim. Bu sekilde devam ederek, d1’d2"""’dn-1 KyoKosennns
Knoyo g(kl),g(kz), ..... ,g(kn_i) lerin bulundudunu kabul edelim. Bu takdirde,
D sonsuz elemanli, sonlu baslangi¢ parcalarina sahip yonlendirilmig bir ciim-

le oldugundan, dn—den ve dn_1 # d,

olacak gekilde en az bir dn{D vardir ve
ko.<kard {e: esd} =k,

dir. dn=g(kn) diyelim. Béyle devam ederek elde edecedimiz (dn)an = (g(k_))

dizisi D de bir agdir ve yukarida tanimladigimiz g fonksiyonu her deD igin
nzm oldugunda g(kn);d olacak sekilde bir m¢N nin bulunmasi dzelligini saglar.
0 halde D ayrilabilir ybnlendirilmis ciimledir. Bu lemmanin kargiti her zaman
dogjru degildir. Gercekten D={0,1) cimlesini kiglk ya da esit bagintisi ile
yonlendirilmis bir ciimle olarak gdzdnine aldigimizda, D nin ayrilabilir fakat
sonlu baslangig¢ parcalarina sahip olmayan bir yonlendirilmis cimle oldudunu
goririz.

n’ ‘neN

Lemma 2.3. {D,§)} ayrilabilir yo6nlendirilmis bir cimle, X normlu bir uzay ve
X den X e lineer donisimlerin bir ag1 (Td, deD) olsun. X deki her (xd. deD)
sifir agi ig¢in (Td(xd)’ deD) agr sinirly ise bu takdirde, g;do oldugunda Td
sinirli olacak sekilde dOED vardir.

ispat: Kabul edelim ki d>d0 oldukg¢a Td sinirli olacak sekilde hir bir dJ~D
bulunmasin. Bu takdirde, her deD igin Tg(d) sinirsiz olacak gekilde g{d)»d
Gzelligine sahip bir g(d)eD vardir. D ayrilabilir oldugundan, D de (I{d)},
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deD)=(d, de¢D) aginin altag: olan bir (f(n), n¢N) dizisi mevcuttur. Buna gire,
her n dodal sayist igin h{n)=g(f(n)) olmak izere,

() Fngny? 11 # 0 ve tim YT G 1 = =

Moo
olacak sekilde X de ,ixh(n)llf 1 6zelligine sahip bir (xh(n}) dizisi vardir,
Simdi,

‘<[ W hgm) Oncny 117 20y s SR ey

, diger durumiarda
sekilde tanimlanan (yd) agin1 goz online alalim. Bu ag X de bir sifir afidir.
Ancak, d=h{n) igin,

HTglyg | = ||Th(n)(yh(n)) |l = ||Th (||T ( h(n) h(n))||

T G 2Ty Gngoy? 1= gy Gngmy? 112
oldugundan, (Th(n)(xh(n))) dizisi simirsizdir. Bu dizi (Td(xd), deD) aginin
bir alt a1 oldugundan, (Td(xd), deD) ad1 da sinmirsiz olur. BOylece lemmanin
tspatr tamamlanmig olur.

Teorem 2.4. {D,£) sonlu baglangig pargalarina sahip yonlendirilmig bir cimle,
X bir Banch uzayl ve X in kapali lineer alt uzaylarinin bir ad: (Ld, dén)
olsun. Her bir d¢D icin, Tqr L4 Uzerinde sinirli ve X i kendisi igine doniig-
tiren bir lineer ddntisim olmak lizere, her bir x¢X igin, (T (x), deD) agamin

X de sinirli olduunu varsayalim. Bu takdirde her deD igin Td = ﬁ\Le' uzerin-
de sinirli olacak sekilde bir eel vardir. Ed.B

ispat: Genelligi bozmaksizin d¢ e Gzelligini saglayan her d,egD igin LdaLe

oldugunu kabul edebiliriz. Glnki, aksi takdirde her deD igin L} =rLdL y
e

~

kapall lineer alt uzaylarini ele alabiliriz.

Sonucun gergeklenmedigini kabul edelim. Bu takdirde, her bir Ld ye karsilik,
Ld tzerinde sinirly olmayan bir Te vardir ve e £ d dir. D ayrtlabilir yén-
lendirilmis bir cimle oldudundan,her deD igin, n>m oldugunda g(n)>d olacak
sekilde bir meN bulunacak bigcimde N den D ye bir g fonksiyonu bulunabilir.
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Simdi-g{1)}h(l) diyelim. h'(1) >h(1) olacak sekilde bir h'(1) €D vardir.

Bu h*{1) €D igin, LETN oldukga, g{(n)>n'(1) olacak bigimde bir moeN
vardir. Buradan, g(ml)a,h'(l)>‘h(l) elde edilir. g(ml}=h(2} dersek,

h(2) > h(1) olur. Bu h(2)€ D lgin, h'(2)>h(2) olacak sekilde bir h'(2)eD
vardir. Benzer gekilde h'(2)¢ D icin, n2m, oldukga, g(n) 3h'(2) olacak
iekilde bir m,& N vardir. Buradan g(mz) >h'(2) >h{2) yazabiliriz, Simdi de
g(m2)=h(3) diyelim. Bu taktirde, h(3) >h(2) olur. Béyle devam ederek, h(4),.
...... » h(k-1) elemanlarinin secilmig olduklarini kabul edelim. h{k-1)¢ D
igin, h'(k-1) > h(k-1) olacak sekiide bir h'{k-1) ¢D wvardir. Bu h'(k-1)¢ D
i¢in, nzm_y oldugunda g(n) >h'(k-1) olacak sekilde bir M &N vardir ve
dolayisiyle g(mk_l) >h'(k-1) dir. g(mk_}}= h(k) dersek, h(k) 3h'(k-1} >
h(k-1} olur ki buradan da h(k) >h(k-1) yazilabilir. Boyle devam ederek,
(g(n))nk y dizisinin kesin artan bir (h(k))=(g(mk_1) alt dizisini elde ederiz.

Her bir m¢ N igin, Lh(m) e karsilik, s(m) >h(m) olmak Uzere Lh(m) lizerinde
sinirsiz olan bir Ts(m) vardir, Ts(m) in bir alt dizisine gegerek T
in Ls(m) Uzerinde sinirsiz oldugunu kabul edebiliriz. Ts(m] inL
deki sinirina H ) diyelim. Her u € N igin,

s(m+l)
s(m) izerin-

s{m
- -1
u.s(r_)=2 u{1+Hs(l)+Hs(2)+...+Hs£n))

ile tanimlanan ( o g u))u ‘N dizisini gdz 6nune alalim, Bu takdirde, her
m¢ N igin,

(1) Hyny i’ ag(y) <!

B=m+l
olur. ||xs(1)i|51 ozelligine sahip bir x o)yloeyy alalime Topqyloioy

tzerinde sinirsiz oldugundan,

ag(2) H TGPl 3+ o g1y HTg(ay (kg (1!

olacak sekilde llxs(z)llg 1 6zelligine sahip bir xs(Z)é Ls(Z) bulabiliriz.
Ardisik olarak devam edersek, m>2 i¢in,

(2) agimy ! Tsqme1) Xs(my) |1 > M1+ El *sti) WsqmenyFsiy) 1

olacak bigimde |]xs(m)||5 1 ézellidine sahip bir Xe(m) € Ls(m) bulabiliriz.
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X= & : *s(i)%s(i) diyelim. ( « s(i))is N dizisinin segiliginden dolay:
1=

*s(i)*s (i) serisi mutlak yakinsak olur. X tam uzay oldugundan,
*s(i)*s(i) serisi yakinsak olur ve dolayisiyla xéX dir.
1

1
z m+l igin x

)3
i=1
2
i=1

m-

(3) Ts(m+l)(x)= %(m)Ts(m+l)(xS(m}) - S(i)TS(m+l)(KS(i))+T5(m+l)
@© i:
B

{ 2 L %s(i) Xs(j)) esitligini yazalim.
i=m+

ve boylece, L

s(u) € Ls(mer) dir

kapal1i bir lineer alt uzay oldudundan,

EE;+I 0‘S(ll“')xs(lrl)é Ls(me1) V@

s(m+1)

(4) HTs (a1 ¢ Zm+1 *s(i)*s(i)) H M5 mar) 2

e i=m+]
dir. (1},(2), (3) ve (4) bagintilarindan, (Ts(m))m N in sinirsiz oldugunu
elde etmek zor dedildir, Béylece (Td(x))d‘ p 2adinin sinirsiz oldugu elde
edilir. Bu geliski teoremin ispatini tamamlar.

*s(i) §1

Teorem 2.5. X bir Banach uzay1 ve (D, &) de sonlu baslangic parcalarina sahip
yonlendirilmig bir ciimle olmak tizere her d,d'¢ D igin d <d' oldugunda
Ly< Ldl olacak gekilde X in kapali lineer alt uzaylarinin bir ag: (Ld)d&D

olsun. Her bir d¢ D icin Sd, Td ve Tb X den X e lineer doniisimler olmak

lzere Tﬁ sinirli, Sd, Ld nin disinde sifir olsun, Td=sd+Té 2gitligi saglan-
sin ve her x€ X icin (Td(X))dQD ag1 simirli olsun. Bu takdirde Td ler birim
yuvarin Ld tarafindan kapsanmayan kismi lzerinde sinirli olacak sekilde bir

0
doe D vardir.

Ispat: U= {x: ||x|| g1} olsun. Sonucun gergeklenmedigini varsayalim. Ya-

ni biitin Ty ler U ~ L, izerinde sinirlt olacak sekilde hig bir do""bu_
0
lunmasin. Bu takdirde her d¢D icin d<d' olmak izere Td., UL | Uzerinde

sinirsiz olacak sekilde d ye bagl: bir d'¢ D vardir. D ayrilabilir yénlendi-

rilmig bir cimle cldugundan, her bir m dogal sayisi icin T UL

r(m) °’ r{m)

Uzerinde sinirsiz olacak bicimde (Td)d €D nin bir (Tr(n))n € N altagim

bulabiliriz. Simdi her m¢N igin
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Hegm™ 1H T ey 11

diyelim ve her u dogal sayisi igin

-u -1
ur( ') =2 (1+Hr{1)+Hr(2)+"’+Hr( i ))

koyalim, & den Lr( L) e olan uzaklik

r(u) r(u)

G e )Ty *r) Lrguy) > 0

olmak Uzere her m dogal saylsi igin,
m-1
%) €0 Legmys nm) HTegmer) Begmeny 11> m+]'+£1°‘r(rn)“-rr(rm-l)y\‘( wll

Ve
' m-1
T er(m)ll‘< min {(1/3) dirmary> (1/9) pppgyse-rs(1/3 )dmfs

esitsizligi sadlanacak sekilde ardisik olarak Xr(m) leri segelim.

Zn® ‘Z 0Lr(u).xr"(u) {m ¢N)

olmak lzere

g(zm’Lr(mI)) >’dr(m+l)' 2

H=Mm+2 ar( ") er( “)ll

>dr(m+1}—(1/3)dr(m+1)'(l’lg)dr(mﬂ)" . ‘=(1/2)dr(m+1) > 0

olur. Bu ise Zp(m) / Lr(m) oldufjunu gdsterir. Ayrica,
00
“Tr(mﬂ)(zr(m))H =] T'r*(m+1)(zr(m)) I < I'lr(m+!l) z “r(u) g1

u=mtl
dir. Bundan faydalanarak ve (3) esitligini kullanarak ispati tamalamak ko-
laydir. )

Teorem 2.4 ve Teorem 2.5, Trn lerin bir X Banach uzayindan m e bagli Xrn
Banach uzaylar1 i¢ine olmasi halinde de dodrudur.
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3- REGULERLTK, L-REGULERLIK VE KONSERVATIFLIK

Bu calismada aldigimiz yonlendirilmis climle taniminda tam sirali olma &zel-
liginin bulunmasindan dolayi, normlu bir X uzayinin adsal tam olmasimin {D
den X e her Cauchy a§1 yakinsak ise X e afsal tam diyoruz) Banach uzay1 ol-
masina denk olduguna dikkat ediyoruz.

Bundan sonra X normlu bir uzay olmak iizere, X deki bitlin yakinsak dizilerin
uzayin c{X) ile biitin sifir dizilerinin uzayini cO(X) ile gdsterecediz.
Bu uzaylarin,

W dl=supy, p HED]]

ile normlu uzay olduklar: ve X in tam olmasi halinde bu alt uzaylarin da
tam olduklarini géstermek zor de§ildir,

X ve Y normlu uzaylar olmak Gzere, X den Y ye biitiin lineer ddniigimlerin ciim-
lesini L(X,Y) ile bltin sinirlt lineer déniisimlerin cimlesini B(X,Y) ile
gosterecegiz. Y=X ozel halinde ise L(X,X) yerine L(X) ve B(X,X) yazacadiz.
Ayrica bundan sonra D ile sonsuz elemanli sonlu baslangi¢ parcalarina sahip
yonlendirilmis bir cimleyi gbsterecediz. Eder e'ge igin Af{e'}¢ L(X) ise,
2 A ) (f(e'N)=A(f)
e'ce
toplam c(X) den X e bir lineer déniisimdiir ve A(e') ler sinirli ise bu da
sinirly lineer donigumdir ve bu déniisimin normunun B={ x¢ X: ||x|| <1}
olmak Gzere

Al = 11(Ate Dgi g ol) = supgrary gl > A (fle ]
oldugu gbritlebilir, glew
Eger ]ime :E: Ale')f(e')=A(f) ise, A nin normu,
e'ge
All= , 2 Ale')f(e)
[1Al1= stmg 500 g1y 11 2 Ale)rten]]

olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.X tam normlu bir uzay ve DXD den L(X} igine bir A fonksiyonu ve-
rilsin. ¢{X) in her f=(f(e')) elemant icin,
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(i) h(e)= TE;. A{d,e')f{e")

elge
agl X de yakinsak ve D nin her d eleman1 icin,

(ii) A(f)(d)=lime h(e)

sekilde tanimlanan (A{f)(d))de p 2fida X de lim f(e') limitine yakinsi -

el

yorsd DXD-A matrisine reglilerdir denir.

Teorem 3.2.X tam normlu bir uzay olmak {zere bir DXD-A matrisinin regiiler
clmasi i¢in gerek ve yeter kosullar;

<K< @
e'>,ecH ¥

olacak sekilde bir K>0 sayis1 ve bir e ¢ D vardir.

{iii) Her de¢ D igin |](A{d,e"))

{iv) f€ c(X) ve d ¢ D ise,

:E: A{d,e') fle')

h =
(e} et\(e
seklinde tanimlanan (h(e)) ad1 X de yakinsaktir.

W}fECJX) ve dé&D ise, d040 icin,

aldy)= . Aldy, e') f(e')

e'gd
ile tanimlanan aj X de sifira yakinsar,

{vi) EGer x ¢ X ise, d¢ D igin,

P ——

k(d)=lim P Ald,e') x
elce

<

ile tanimlanan ag X noktasina yakinsar.

ispat: DxD-A matrisinin regiler oldugunu varsayalim. Once (3} Un gerekliligi-
ni gésterelim. Her bir f:(f(e‘)e.e D € c{X) icin,

A(d)(F)= lim. 2_  A(d,e')f(e’)
& e'ce
seklinde bir dondgim tamimlanirsa, c{x) in kapali bir Lg(d) lineer altuza-

yinin varlidr elde edilir. Yani A(d) nin sinirl: oldugu

Lg(d)= ff=(fle')) fec(x), e'<gld) igin f(e')=0}

e'e D’
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cimlesi vardir, Gercekten; her f¢€ c(x) icin A(d)(f) tamml1 ise, her
fec(x) icin (A(d,e') f(e’))e. ¢ D ag1 sinirlidir. Lemma 2.2 den D ayri-
fabilir yénlendirilmis cimledir ve dolayisiyle, Lemma 2.3 den dolay:,

e' > g{d) oldugunda A{d,e') sinirli olacak sekilde en az bir g(d)¢ D

vardir. Bu takdirde, Lg(d) izerinde,

S >

A(d,e') f(e'}:]ime — Ald,e')f(e")
F g{d)<e'<e
olur. D sonlu baslangic parcalarina sahip oldugundan her bir

A(d)(f)=lime

:Z““ Ald,e')

g(d)< e's e
doniisimii 1ineer ve sinirlidir ve dolayisiyle A(d) dénlsimi Lg(d) {izerinde
sinirl: ve lineerdir. Her bir Lg(d) lineer alt uzaylarin kapali oldugu ko-

layca gosterilebilir. Boylece Teorem 2.4 Un hipotezleri gergeklenmis olur.
Teorem 2.4 den, her d¢ D igin,

UL, [AG) (F)]] = e gL, {1, Mde e |
o IS o, |If|lg1 e'ge

<K< o

-

2 Ade)|=](Ald.e)
'< e

=sup A lim I
||f(e )llslH e e <o &' 38,

olacak sekilde bir K >0 sayisinin ve bir € ¢D nin varlig:r elde edilir.
(iii) in gerekliligi elde edilmis oldu. Difer kosullarin gerekliligi [21
dekine benzer sekilde yapilabilir.

Yeterlilidin ispatim ise 1 deki Teorem 2 yi kullanarak elde edebiliriz.
Simdi X ve Y normlu uzaylar ve LéB(X,Y) olsun. Uzaylarin farkii olmasi
halinde asagidaki iki teoremi veriyoruz.

Teorem 3.3. X ve Y tam normlu uzaylar olmak {izere, X den Y ye bir DXD-A
matrisinin L-regiiler olmast i¢in gerek ve yeter kosullar:

(vi) Her deD icin ||(A{d.e")) i, o Il K< =
it

olacak sekilde bir K >0 sayisi ve bir eoé D vardir.
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(vii) fgc(X) ve déD ise,

2 Ade)f(e)

h =
(e) g

seklinde tanimlanan (h }) agl Y de yakinsaktir.

(e

(vﬁi)feco(x) ve d¢D ise, e¢D igin,

gle)= fil Ale,e')f(e")

e'sd
ile tanimlanan a§ Y de sifira yakinsar.

(ix) Eder xe&X ise, deD igin
k(d)= 1im. 2.  A(d,e')x

® e'<e
ile tanimlanan ag Y de L{x) e yakinsar.

Teorem 3.4. X ve Y tam normlu uzaylar olmak iizere X den Y ye bir DXD-A
matrisinin konservatif olmasi igin gerek ve yeter kosul Teorem 3.3 im (vi) ve
(vii) kosullarinin saglanmasi ve asagidaki iki kosulun gercekienmesidir.

(x) fecy (X) ve deD ise, e«D igin,

ale)= 2 Ale,e')f(e')
e'gs d
seklinde tanimlanan ag Y de yakinsaktir.
(xi) Her xeX igim, dgD igin,
k(d)= lim, 2 A(d,e')x
e'ge
ile tanimlanan ad Y de yakinsaktir,

Bu ¢alismadaki lemma ve teoremlerde tzel olarak D=N alinirsa [2] deki
teoremler elde edilir.

Lineer dondsimler sirekli olarak alinir ve D=N konursa Teorem 3.2, [3]
deki Teorem 4 i verir, ek olarak X=C kompleks sayilar cimlesi olarak
alinirsa, Teorem 3.4, meshur Silverman-Toeplitz teoremini, Teorem 3.4 ise
knnservatiflik teoremini verecektir.
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