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Oz

Bu ¢alismada iki pargali komsuluk matrisi n X n mertebeli (0,1)-circulant matrisi olan iki parc¢ali bir graf ele
aldik. Daha sonra bu grafin milkemmel eslemelerinin (1-factor) sayilarinin Lucas sayilart ile arasindaki
iliskiyi verdik. Son olarak da bu miikemmel eslemelerin sayisin1 hesaplamak i¢in bazi maple prosediirleri
verdik.

Anahtar Kelimeler: Miikemmel esleme, Iki pargali graf, Permanent, Fibonacci say1s1, Lucas sayi1s1

Bipartite Graphs Associated with Lucas Numbers
Abstract

In this paper, we consider the bipartite graph whose bipartite adjacency matrix is an n x n (0,1)-circulant
matrix. Then we show that the numbers of perfect matchings of this graph are equal to the well-known Lucas
numbers. Finally, we give some Maple procedures in order to calculate the numbers of perfect matchings of

the bipartite graph.

Keywords: Perfect matching, bipartite graph, permanent, Fibonacci number, Lucas number

1. Giris

Fibonacci ve Lucas pozitif
tamsayilarin genis bir ailesine aittir. Bilim ve
sanatin hemen her alaninda birgok ilging
ozellige ve uygulamaya sahiptirler. Yeni
kesifler icin ¢ok degerli firsatlar sunmaya
devam  etmekle birlikte  matematigin
giizelligine, Ozellikle de sayilar teorisine
olduk¢a katkida bulunmaktadirlar (Koshy,
2001; Koshy, 2011). Bu say1 dizileri ile ilgili
cok sayidaki caligmalardan bazilarma (Lee,
2000; Shiu ve Lam, 2003; Kilig¢ ve Tasei,
2008; Ozkan vd., 2018; Ozkan ve Altun,

sayilari

*Corresponding Author: aoteles@dicle.edu.tr

2019; Ozkan ve Tastan,
kayanaklarindan ulasilabilir.

2019)

Meshur Fibonacci {F,}n-, Ve Lucas
{L,}o=odizileri,n > 2 igin

Fn=Fn—1+Fn—2' FO =0ve Fl =1

Ln = Ln—l + Ln_z, LO =2 ve L1 =1

seklindeki rekiirans bagintisiyla tanimlanirlar
(Koshy, 2001).

Fibonacci ve Lucas dizileri "The On-
Line Encyclopedia of Integer Sequences"
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sayfasinda sirastyla A000045 ve A000032
seklinde adlandirilirlar (OEIS, 2013).

n = 1 i¢in

Ly =Fy_ 1+ Fup=F +2F,_4 (1)

seklinde tanimlanan rekiirans bagintisi,
Fibonacci ve Lucas sayilarinin birbirleriyle
iligkisini veren onemli bir bagintidir (Koshy,
2001).

Lucas
Tablo

Fibonacci ve
degerlerini

sayilarinin  bazi
1'de gorebiliriz.

Tablo 1. Fibonacci ve Lucas Sayilarinin Bazi1 Degerleri

n|0 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10 11

F,blo 1 1 2 3 5
L, | 2 1 3 4 7 11

iki parcall graflarin ozelliklerinin
arastirilmasi Konig tarafindan baslatilmigtir.
Matrislerin ~ determinantlari
komsuluk matrislerinin

incelenmesi ile birlikte iki parcali graflarla
ilgili teorik agidan yeni bir yaklasim ortaya
cikmistir  (Konig, 1915; Konig, 1916).
Uygulamali bir konu olarak ise iki parcali

yardimiyla
ozelliklerinin

graflar, sosyal ag analizi, demiryolu
optimizasyonu problemi, evlilik problemi vb.
gibi iki farkli nesne tiiri arasindaki

etkilesimin bir modelini olusturur (Asratian
vd., 1998).

Iki pargal1 graflarin miilkemmel eslemelerinin
gercek yapimi1  veya saymmi, yoOneylem
aragtirmasinda ortaya c¢ikan
cizelgeleme problemleri ve maksimum akis
problemleri gibi uygulamalara sahiptir
(Minc, 1978). Iki pargal1 graflarin miikemmel
eslemelerinin sayisinin organik kimyada da
ayrica Onemli bir roli vardir (Wheland,
1953).

atama ve

G bir graf ve VV de V; ve V, gibi iki altkiimeye
ayrilmis G'nin diigiimler kiimesi olsun. Eger
G'nin her kenar1 V;'deki bir digimi V., 'deki
bir diigiime bagliyorsa G'ye iki parcali graf
denir. Bir grafta her diiglim tam olarak tek bir
kenar ile baglh ise bu eslemeye miikemmel
esleme (1-factor) denir. Baska bir deyisle,
her bir digimiin derecesi 1'dir. A(G) iki

8 13 21 34 55 89
18 29 47 76 123 199

parcali bir G grafinin komsuluk matrisi ve
u(G) de iki par¢ali G grafinin miikemmel
eslemelerinin bir sayisi olsun. Buna gore
u(G) ve A(G) arasindaki iliskiyi veren

bagintt u(G) = ’per(A(G)) seklindedir

(Minc, 1978).

G iki pargali graf ve V de |V;| = |Vl =n €
N olmak iizere V; ve V, gibi iki altkiimeye
ayrilmis G'nin  diiglimler kiimesi olsun.
Ayrica G'nin iki parcali komsuluk matrisi
B(G) = (bij) de eger G grafi v; € V;'den
v; € V,'ye bir kenar igeriyorsa b;; = 1, aksi
taktirde b;; = 0 seklinde tanimlansin. Bu
durumda, G iki pargali grafin miikemmel
eslemelerinin  sayisi, onun iki parcali
komsuluk matrisinin permanentine esittir

(Minc, 1978).

S, {1,23,4,..,n} kimesinin biitin n!
sayidaki o permiitasyonlarinin bir simetrik
grubu gore nxn
mertebesindeki  bir A = [a;;] matrisinin
permanenti

n
per(A4) = Z Hai,a(i)

gES, i=1

olsun. Buna

seklinde tanimlanir. Bir matrisin permanenti
0 matrisin determinantina benzer. Aradaki
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tek fark determinantin Laplace
aciliminindaki mindrlerin isaretinin pozitif
olmasidir (Minc, 1978). Permanentlerle ilgili
temel bilgilere ve daha fazla uygulamalara
(Marcus ve Minc, 1965; Harary, 1969;
Brualdi ve Cvetkovic, 2009) kaynaklarindan

ulasilabilir.

Permanentlerin fizik, kimya, miihendislik
gibi bircok alanda uygulamalarin olmasinin
yaninda en Onemlilerinden bazilar1 da graf
teorisiyle ilgilidir. Bir grafin miikemmel
eslemelerinin sayisin1 hesaplama problemi
ise graf teorisindeki diger uygulamalara gore
daha zahmetlidir (Minc, 1978). Dolayisiyla
iki parcal1 graflarin miikemmel eslemelerinin
sayisin1 hesaplamak, son yillarda ilgi goren
bir problem olmustur.

Arastirmacilar, iki  parcali  graflarin
milkemmel eslemelerinin sayis1 ile meshur
tamsay1 dizileri arasindaki iligkiyi veren
calismalardan bazilarin1 (Lee ve Lee, 1995;
Lee vd., 1997; Lee, 2000; Shiu ve Lam,
2003; Kilig ve Tas¢i, 2007; Kilig ve Tasei,
2008; Kili¢ ve Stakhov, 2009; Yilmaz ve
Bozkurt, 2012; Fonseca vd., 2015; Oteles,
2017) kaynaklarindan bulabilirler.

Bu calismada ilk olarak Fibonacci sayilariyla
iligkili iki parcali graflar i¢in bazi lemmalar
verdik. Daha sonra bu lemmalardan
yararlanarak, iki parcali komsuluk matrisi
(0,1)-circulant matrisi olan iki parcali grafin
miilkemmel eslemelerinin sayisinin  Lucas
sayilariyla iliski oldugunu gosterdik. Son
olarak bu grafin miikemmel eslemelerinin
saysisint  hesaplamak i¢in bazi maple
prosediirleri verdik.

2. Bulgular

A= [aij] matrisi, satir vektorleri 1,71y, .75,
olan m X n mertebeli bir matris olsun. Eger
A matrisinin k. siitinununda diger elemanlari

sifir olmak sartiyla tam olarak sifirdan farkli
iki eleman varsa o zaman A matrisine k.
lizerinden contraction (biliziisme)
yapilabilir. Kabul edelim ki, i#j ve
ay # 0 # aj, olmak {izere A matrisi k.

stitun

slituna gore contraction yapilabilir olsun.
Buna gore, A matrisinden j. satir ve k. siitun
silinip i. satir yerine de aj,1; + a1y, vektorii
yazilarak elde edilen (m—1)x (n—1)
mertebeli A;j,, matrisine i. ve j. satira bagh
olarak k. gore A matrisinin
contraction'u denir. Eger i # j ve ay; # 0 #

stituna

aij olmak lizere k. satira gore contraction
yapilabilir ise A.;; = [AL-T]-:,(]T matrisine i. ve
j. siituna bagh olarak k. satira gore A
matrisinin contraction'u denir. r=1,...,t
icin A, matrisi A,_; matrisinin bir
contraction'u olsun. Buna goére A, =4 ve
A; = B olacak sekilde Ay, A4, ... A (t=1)
matrisleri varsa veya B = A ise A matrisi B
matrisine contract edilebilir denir (Brualdi ve
Gibson, 1977).

Lemma 1.1. n > 1 olmak {lizere A nXn
mertebeli negatif olmayan bir integral matris
olsun. Eger B matrisi A matrisinin bir
contraction'u ise 0 zaman

perA = perB
dir (Brualdi ve Gibson, 1977).

Lee vd. (1997) iki pargali komsuluk matrisi
elemanlari

= {1 j— il < 1ise
b 7|0, aksi taktirde

seklinde tanimlanan
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1 0 - 0

|1 1 1 - |
Am)=lo 1 1 =~ 0 2)

P 1

T

formundaki n-kare (0,1)-tridagonal matrisi
olan G(A(n)) iki pargali grafini ele aldilar ve
bu grafla ilgili asagidaki sonucu verdiler.

Lemma 2.1 G(A(n)), (2) ile verilen A(n) iki
par¢ali komsuluk matrisinin iki pargali grafi
olsun. Bu taktirde G(A(n)) iki pargali grafin
miikemmel eslemelerinin sayisi (n + 1)-inci
Fibonacci sayisi F,, 4'e esittir.

Simdi Lemma 2.2 ve Lemma 2.3"i verelim.

Lemma 2.2. G(U(n)), iki par¢ali komsuluk
matrisi

1 0 - 0 0 17
11 0 0 - 0
11 1 0 -

U(n)_ 0 1 1 -.‘ -.‘ 0 (3)
P w10

seklinde tanimlanan iki parcali graf olsun.
Buna gore G(U(n)) iki pargali grafin
sayist F, +1'e

esittir. Burada F,;, n-inci Fibonacci sayisidir.

milkemmel egslemelerinin

Ispat. 1 <k <n-—3 olmak iizere U¥(n),
U(n) matrisinin k-inc1 contraction'u olsun.
U(n)'nin tanimina goére bu matrisin son
slitununa contraction metodu uygulanabilir.
O zaman U (n)'nin 1-inci contraction'ununu

10 0 1 1
1 1.0 0 - 0
1 1 1 0 =
U =1g 1 1 - - o
0 01 1 1

seklinde elde ederiz. Benzer sekilde Ul(n)
matrisinin de son siitununa contraction
metodu uygularsak

1 0 - 0 1 2
11 0 0 - 0
11 1 0 = :
UCm=1y 1 1 . - o
© o w10

matrisini elde ederiz. F, =1 ve F;=2
oldugundan bu degerleri yukaridaki U?(n)
matrisinde yazarsak bu matrisi

_1 0 b O FZ F3_
1 1 0 0 - 0
2 _|/1 1 1 0 :
UCF=1g 1 1~ - o0
oo o w100
o - 0 1 1 1
seklinde yazabiliriz. Yukaridaki matrisin son
sitununa  contraction metodu  tekrar
uygulanirsa
_1 0 e 0 F3 F4_
1 1 0 0 0
3 111 1 0 :
=y 1 1 .0
oo w100
o - 0 1 1 1.

matrisini elde ederiz. Bu islemlere devam
ederek, U(n) matrisinin k-inc1 contraction'u
1<k<n-3ign

_1 0 O Fk Fk+1_
1 1.0 0 « 0
11 1 0 =~
UM =1y 1 1 . . o
C o w10

seklinde elde ederiz. U*¥(n) matrisinde
k=n—-3 vyazarsak, U(n) matrisinin
(n — 3)-iincii contraction'u
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Un—B(n) —

1 Fn—3 Fn—Z
1 1 0

1 1 1

seklinde elde ederiz. Son siituna gore
U™ 3(n) matrisinin contraction'u

Un—Z(n) — [Fn—21+ 1 Fn—z ':|l'Fn—3]
:[ab2+1 F,_4
1 1

seklinde buluruz. Lemma 1' den

perU(n) = perU™2(n)
= I'pn—1 + Fn_2 + 1
=F +1

olur ki bu da istenendir.

Lemma 2.3. G(V(n)), iki pargali komsuluk
matrisi

1 0 O 0 17
1 1 1 0 - O
0O 1 1 1 :
vin) =1, . 1 o~ -0 4)
: - 101
o0 .« - 0 1 1.

seklinde tanimlanan iki parcali graf olsun.
Buna gore G(V(n)) iki pargali grafin
miitkemmel sayist F, +1'e
esittir. Burada F,;, n-inci Fibonacci sayisidir.

eslemelerinin

Ispat. Bu lemma, V(n) matrisinin 1-inci
sutununa gore contraction
uygulanarak ispatlanabilir.

metodu

Teorem 2.4. G(W(n)), iki pargali komsuluk
matrisi

11 0 0 1
11 1 = 0
001 1 1 =
W =1, 1 = =~ 0
0 o101
1 0 0 1 1

seklinde circulant matrisi ile tanimlanan iki
parcali graf olsun. Buna gore G (W(n)) iki
parcali grafin miikkemmel eslemelerinin sayisi
L, + 2'e esittir. Burada L,, n-inci Lucas
sayisidir.

Ispat. A(n),U(n) ve V(n) sirasiyla (2), (3)
ve (4)'deki matrisler olmak tizere, W(n)
matrisinin  1-inci siitununa gore Laplace
metodunu uygularsak

perW(n) = perA(n — 1) + perU(n — 1)
+perV(n —1)

elde ederiz. Lemma 2.1, Lemma 2.2 ve
Lemma 2.3'deki sonuglari
bulundurarak yukaridaki esitligi

gbz Oniinde

pertWn) =F, +F,_1+1+F,_;+1
=Fpy1 +Fpqg +2

seklinde yazabiliriz. (1) esitliginden F,,; +
F,_1 = L, oldugundan

perW(n) =L, + 2
olur ki bu da istenendir.

Ornegin n = 4 igin

1 1 0 1
1 1 1 0
perW (4) = per 001 1 1
1 0 1 1
[1 1 O]
=perfl 1 1
0 1 1l
(1 0 1]
+perfl1 1 1
0 1 1l
(1 0 1]
+per{l 1 O
1 1 1l
=3+3+3=7+2=L,+2

oldugunu gorebiliriz.
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Simdi yukarida elde ettigimiz sonuglarin
maple prosediirlerini verelim.

Prosediir A. Asagidaki maple prosediir
Lemma 2.2'de verilen G(U(n)) iki pargali

grafin
hesaplar.

milkkemmel eslemelerin  sayisini

restart:

with(LinearAlgebra):

permanent:=proc(n)

local i,j,r,f,U;
f:=(i,J)->piecewise(j-i=0,1,j-i=-1,1,j-i=-2,1,j-
i=n-1,1,0);

U:=Matrix(n,n,f):

for r from 0 to n-2 do

print(r,U):

for j from 1 to n-r do
U[1,j]:=U[n-r,n-r]*U[1,j]+U[1,n-r]*U[n-r,j]:
od:
U:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-r,n-
r,U),n-r),n-r):

od:

print(r,eval(U)):

end proc:with(LinearAlgebra):
permanent(n);

Prosediir B. Asagidaki maple prosediir
Lemma 2.3'de verilen G(V(n)) iki pargali

grafin
hesaplar.

milkkemmel eslemelerin  sayisini

restart:

with(LinearAlgebra):
permanent:=proc(n)

local i,j,r,g,V;
g:=(i,j)->piecewise(j-i=0,1,i>1 and j-i=1,1,j-
i=-1,1,j-i=n-1,1,0);

V:=Matrix(n,n,q):

for r from 0 to n-2 do

print(r,V):

for j from 2 to n-r do
VI[1,j1:=V[2,1]*V[1,j]+VI[L1,1]*V[2,i]:
od:

V:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-r,n-
rVv),1),2):

od:

print(r,eval(V)):

end proc:with(LinearAlgebra):
permanent(n);

Prosediir C. Asagidaki maple prosediir
Teorem 2.4'de verilen G(W(n)) iki pargali
grafin

hesaplar.

miilkemmel eslemelerin  sayisini

restart:
with(LinearAlgebra):
P:=proc(n)

local f,H;
f:=(i,j)->piecewise(abs(j-i)<=1,1,abs(j-i)=n-
1,1,0);
H:=Matrix(n,n,f):
print(H);
print(Permanent(H));
end proc:

P(n);

3. Sonug¢

Literatiirde meshur say1 dizileri ile iki pargali
graflarin miikemmel eslemelerinin  sayisi
arasindaki iligkiyi ortaya koyan birgok
calisma bulabiliriz (Lee ve Lee, 1995; Lee
vd., 1997; Lee, 2000; Shiu ve Lam, 2003;
Kili¢ ve Tase¢1, 2007; Kilig ve Tasci, 2008;
Kili¢ ve Stakhov, 2009; Yilmaz ve Bozkurt,
2012; Fonseca vd., 2015; Oteles, 2017). Bu
calismalara ek olarak biz de bu makalede,
Lucas say1 dizisi ile iki pargali komsuluk
matrisi (0,1)-circulant matrisi olan iki pargal

grafin  milkemmel eslemelerinin  sayisi
arasindaki iligkiyi gosterdik.
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