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Ozet - Bu caligmada bazi skaler sabit zamanl impalsif diferansi-

yel denklem modelleri ele almmigtir. Bu modellerin denge nokta- Amnahtar Kelimeler
larimin kararliligr impalsif diferansiyel denklemler icin gelistirilen Impalsif diferansiyel denklemler,
ikinci Lyapunov metodu ile incelenmistir. Sonuglar modellerin pa-  kararlilik, ikinci Lyapunov me-
rametrelerine bagh olarak ifade edilmigtir ve bu sonuglarin bazilar1  todu, skaler modeller

niimerik simiilasyonlar ile desteklenmistir.
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Stability Analysis of Some Scalar Impulsive Differential
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Abstract - In this study, some scalar impulsive differential equ-
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1 Giris

Bazi siirecler dig etkenler sebebiyle anlik degisimlere maruz kalmaktadir. Bu siireclerin
modellenmesinde adi diferansiyel denklemler yeterli olamamaktadir. Sisteme disaridan
bir etki yapildigi zaman, bu etki siirecin durumunda impals olarak adlandirilan anlik
degisimlere sebep olmaktadir. Boyle siirecleri matematiksel olarak agiklamak igin im-
palsif diferansiyel denklemler ile ifade edilen siireksiz yoriingelere sahip sistemler kul-
lanilmaktadir. Son yillarda, impalsif diferansiyel denklemler teorisi ve uygulamalari
konusunda ¢ok sayida caligma yapilmigtir [1)-[8], [12]. Impalsif diferansiyel denklem-
ler fizik, kimya, kontrol teorisi, elektronik, mekanik, ekonomi, popiilasyon dinamikleri,
elektrik devreleri, tip, ekoloji ve biyoloji gibi gesitli alanlarda karsilagilan bircok somut
problemin modellenmesinde daha gercekgi bir yaklagim sunmaktadir.

Sistemlerin stireksizligi ile ilgili ilk aragtirmalar uygulamaya yonelik problemler tize-
rinde yapilmigtir. Saatin matematiksel modeli gibi baz1 6zel 6rnekler impalsif diferansi-
yel denklemler teorisinin gelisiminde basrol oynamistir. Bununla birlikte, impalsif dife-
ransiyel denklemler ile ilgili genel fikirler Pavlidis tarafindan ortaya atilmigtir [9]-[11].
Daha sonra bir¢ok matematik¢i impalsif diferansiyel denklemler ile ilgili ¢alismalara
baglamigtir. Glintimiizde bu denklemlerle ilgili yapilan teorik caligmalar hala devam et-
mektedir. Samoilenko ve Perestyuk’un kitabi [12] ¢6ziimlerin varlig: ve tekligi, kararlilik,
integral kiimeleri, periyodik ve hemen hemen periyodik ¢oziimler gibi bir¢ok kuramsal
problemi kapsadigindan bu alandaki temel bir kaynaktir. Lakshmikantham, Bainov ve
Simeonov’un kitabi [6] ise yine bu alanda yazilmig kapsamli bir eserdir. Akhmet’in ki-
tab1 [2], impalsif diferansiyel denklemler smifinda yer alan siireksiz dinamik sistemler
alaninda farkli yaklagimlar sunan énemli ve yetkin bir kitaptir.

Diferansiyel denklemlerde kullanilan kararlilik tanimlar: impalsif diferansiyel denk-
lemler i¢in de gegerlidir [2, 4]. Literatiirde impalsif diferansiyel denklemlerin kararhiligy
ile ilgili bir¢ok teorik sonug elde edilmigtir [1, 2, 12]. Bu c¢alismada ise sabit zaman
impals etkili baz stireclerin kararliligi impalsif diferansiyel denklemler icin gelistirilen
ikinci Lyapunov metodu yardimiyla incelenecektir. Lyapunov metodu ile denklemleri
¢ozmeden kararhilik analizi yapmak miimkiin olmaktadir.

2 On Bilgiler

B(hy) = {z €R": |lz|| < ho}, B(h) = {x €eR": ||z|| < h}, R} = [to,00) olarak
tanimlansin.
Bir V(t,x), V(t,0) = 0, fonksiyonu
Gho = R:{; X B(h())
bolgesinde tanimli, reel degerli ve stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
Pozitif (negatif) tamimhlik ile ilgili agagida verilen tanim igin [4, 12| kitaplarindan
yararlanilmigtir.
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Tanim 2.1. Her (t,x) € Gy, i¢in
V(t,z) >0 (V(t,z) <0)

oluyorsa V' fonksiyonuna G, bélgesinde yary pozitif (negatif) tanwmly fonksiyon denir.
Ayrica x # 0 i¢in

V(t,z) > W(x) >0 (V(t,z) < —W(zx) <0), W(0) =0,

olacak bicimde sirekli bir W fonksiyonu varsa V' fonksiyonuna Gy, béolgesinde pozitif
(negatif) tanvmly fonksiyon denir.

h < hg olmak tizere G, = Ry x B(h) bélgesini tanimlayalim.

' = f(t,x), t#0i(z),
Azfi—g,z) = Li(7), (1)

sistemi degigken zamanli impalsif diferansiyel denklemi ifade eder [12]. Burada t = 6;(z),
impalslarin gerceklestigi yiizeyleri gostermektedir ve ¢ indis degerleri sonlu veya sonsuz
bir kiime tarafindan indekslenmektedir. f ve I; ise n—boyutlu vektor degerli fonksi-
yonlardir. (1) sisteminde f ve I; fonksiyonlarimn, sirasiyla Gj, ve B(h) kiimelerinde
stirekli oldugu ve f(¢,0) = 0, I;(x) = 0, 6;(x) < 6,41(z) ifadelerinin saglandig1 kabul
edilmektedir. Bu durumda x = 0, (1) sisteminin bir ¢éziimii olmaktadir.

(1) sisteminde vuru olaymin [4] olmadigini kabul edelim. Bir bagka deyisle, ¢oziimle-
rin bir ¢t = 6;(x) siireksizlik yiizeyi ile en fazla bir kere karsilagtigi kabul edilmektedir.

V (¢, x) fonksiyonunun (1) sistemi boyunca t’ye gore tiirevi t # 6; igin

_ OV(t,x)

V(,l)(t, ) = 5 + (grad, V (t,x), f(t,x))

olarak tanimlanmaktadir. Burada grad,V (¢, z) ifadesi, V' fonksiyonunun = degiskenine
gore gradiyent vektoriinii gostermektedir.

Bu kogullar altinda (1) sisteminin z = 0 ¢6ztimiiniin kararhlig: ile ilgili asagidaki
teorem verilmektedir.

Teorem 2.2. [12] Her (t,z) € Gy vei=1,2,--- ig¢in
(i) V(t,z) pozitif tanimls,
(it) Vi) (t, ) yare negatif tansmly ve

(111) V(0;(x),x + Li(x)) < V(b;(x),x)

oluyorsa (1) sisteminin x = 0 ¢ozimi kararbdur. (iii) yerine
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(v) ¥(0) =0, s > 0 igin ¥(s) > 0 olacak bi¢imde s > 0 degerlerine gore sirekli bir
W(s) fonksiyonu i¢in

V(0i(x), & + Li(x)) = V(0i(x), ) < =p(V(0i(x), x))

oluyorsa (1) sisteminin x = 0 ¢ozimi asimptotik kararldor.
Simdi, (1) sisteminin x = 0 ¢6ztimiiniin kararsizlig: ile ilgili teorem verilecektir.

(a) II = {(t,x) € G), : V(t,xz) > 0} bolgesi ile t =sabit, t > t;, diizleminin kesigimi
bos kiimeden farkli agik bir kiime olsun ve orijin bu kesigim kiimesinin sinirinda
yer alsin.

(b) V(t,x), II bolgesinde sinirli bir fonksiyon olsun.
Teorem 2.3. [12] (a)-(b) ézelliklerini saglayan bir V (t,z) fonksiyonu I bélgesinde her
1=1,2,--- i¢in

(i) Viy(t,z) = 252 4 (grad,V (¢, z), f(t,x)) > 0 ve

(i1) ¥(0) =0, s > 0 iken ¥(s) > 0 olacak sekilde s > 0 degerlerinde strekli bir 1 (s)

fonksiyonu igin
V(0i(z),z + Li(x) = V(0i(x), 2) = ¢ (V(0i(x), x))

kosullarini saghyorsa (1) sisteminin x =0 ¢ozimi kararsizdur.

Bu galigmada, impalsif diferansiyel denklemler igin gelistirilen ikinci Lyapunov me-
todu ile ilgili teorik sonuclarin gercek yagam problemlerinde kargilagilabilen bazi skaler
modellere uygulanmasi ve boylece sistemin parametrelerine bagh kosullarin elde edil-
mesi hedeflenmektedir. Bu calisma su sekilde diizenlenmistir. Tkinci boliimde dort farkl
skaler impalsif diferansiyel denklem modeli i¢cin Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 ile verilen
sonuclar kullamlarak kararhhk analizi yapilmistir. Uciineii boliimde ise bazi niimerik
similasyonlar sunulmustur.

3 Ana Sonuclar

3.1 Skaler model I
Simdi r, b reel sabitler ve z € R olmak ftizere

x=rx, t#46;,
Ax|i—g, = bz (2)

sabit katsayil sistemini ele alahm. x = 0, (2) sisteminin bir denge noktasidir. Simdi bu
sistemin x = 0 ¢oziimiiniin kararlilig ile ilgili sonuclar1 verelim.
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Teorem 3.1. Egerr <0 ve —2 < b < 0 ise (2) sisteminin x = 0 ¢ézimi kararldr.
Ispat: V(t,z) = V(z) = 22 Lyapunov fonksiyonunu alalim.
(i) x # 0 iken V(x) > 0 ve 2 = 0 i¢gin V (z) = 0 oldugundan V' (x) pozitif tanimhdir.

(ii) V' fonksiyonun (2) sistemi boyunca ¢’ye gore tirevi Vi (z) = 2rz? olur. r < 0
oldugundan V(, (x) yar1 negatif tanimhdur.

(i) V(0;, 2 + Li(z)) = V(z 4 L;(x)) = V(z + bz) = [(1+ b)z]* = (1 + b)2%2? bulunur.
Hipoteze gore —2 < b < 0 oldugundan (1 + b)%z* < z? elde edilir. Buradan
V(z + I;(x)) < V(z) bulunur.

Boylece Teorem 2.2'ye gore (2) sisteminin x = 0 ¢dziimiiniin kararh oldugu goriliir. O

Teorem 3.2. Eger r < 0 ve —2 < b < 0 ise (2) sisteminin v = 0 ¢ézimi asimptotik
kararldar.

Ispat: V(z) = 22 olsun. Bu durumda Teorem 3.1’de (2) sisteminin z = 0 ¢6ziimiiniin
kararl oldugu ispatlanmisti. Simdi bu ¢oziimiin asimptotik kararliligini inceleyelim.
V(b x+ Li(x) = V(b,z) = V(z+ L(x)) —V(x)
= (1+b)%2* —2°
= [(b+1)?*—-1]2?
ifadesi —2 < b < 0 oldugundan negatif tammhdir ve ¢(s) = [1 — (b + 1)2] s fonksiyonu

icin Teorem 2.2'nin (iv) maddesi saglanmig olur.
O halde Teorem 2.2’ye gore (2) sisteminin z = 0 ¢éziimii asimptotik kararhdir. [

Teorem 3.3. Egerr > 0,b >0 wveya b < —2 ise (2) sisteminin x = 0 ¢ézimi ka-
rarsyzdur.

Ispat: V(t,z) = V(z) = 22 olsun. Béylece
(i) Viy(z) = 2rz? > 0 bulunur.

(i) V(0;, 2+ Li(z)) = V(0;,2) = V(x + L;(x)) — V(x) = [(b+ 1)* — 1] 22 ifadesi b > 0
veya b < —2 oldugundan pozitif tanmimhdir ve ¥ (s) = [(b+ 1)*> — 1] s fonksiyonu
i¢in Teorem 2.3’tin (ii) maddesi gergeklenir.

Sonug olarak, Teorem 2.3’e gore (2) sisteminin z = 0 ¢éziimii kararsizdir. O
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3.2 Skaler model II
k, k>0,r, E; E; > —1 reel sabitler olmak tizere {x € R: 0 <z < h} bolgesinde

o =rr(1-%), t#6,

Azli—g, = Eix (3)

sistemini ele alalim. Bu impalsif diferansiyel denklemin diferansiyel kismi lojistik denk-
lem olarak alinmigtir. Bu modelde bir tiiriin hastalik, avlanma veya go¢ gibi sebeplerle
ani degigimlere maruz kaldigi durumlardaki davranisi impalsif diferansiyel denklemler
ile ifade edilmektedir. 2(0) = z¢ > 0 gseklindeki tiim ¢oziimler i¢in E; > —1 oldugundan
z(t) = x(t, o) > 0 esitsizligi gerceklenir.

x = 0, (3) sisteminin bir denge noktasidir. Simdi, bu sistemin x = 0 ¢éziimiiniin
kararhiligi ile ilgili teoremleri verelim.

Teorem 3.4. Egerr <0, h < k ve —1 < E; <0 ise (3) sisteminin x = 0 ¢dzimi ka-
rarldar.

Ispat: V(t,z) = V(z) = 22 Lyapunov fonksiyonumuz olsun.
(i) V fonksiyonu pozitif tanimhdir.

(ii) V fonksiyonun (3) sistemi boyunca t’ye gore tiirevi

x
Vig(z) = 2ra? <1 — E>
olur. r < 0ve 0 <z < h < k oldugundan V(’3) (x) yar1 negatif tanimhdir.

(iii) V (0;, @ + Li(2)) = V(z + Li(x)) = V(z + Ez) = [(1 + E;) 2]?
bulunur. —1 < E; < 0 oldugundan (1 + E;)*2? < 22 oldugu goriiliir. Buradan
V(x+ Ii(z)) < V(x) olur.
Bu da Teorem 2.2’ye gore (3) sisteminin x = 0 ¢éziimiiniin kararli oldugunu gosterir. [J

Teorem 3.5. Eger r < 0, h < k ve —1 < E; < 0 ise (3) sisteminin v = 0
cozumu asitmptotik kararhdar.

ispat: Teorem 3.4’e gore (3) sisteminin x = 0 ¢dziimiiniin kararh oldugunu biliyoruz.
Simdi bu ¢oziimiin asimptotik kararli oldugunu ispatlayalim.
V (0, z+ Li(x) = V(0,z) = V(z+ Li(x))— V()
= (Ei+1)2% - 2?
[(Bi +1)* — 1] 2?

»

bulunur. —1 < E; < 0 oldugundan bu fark negatif tammhdir ve ¢(s) = [1 — (E; + 1)2]
olarak alimdiginda Teorem 2.2'nin (iv) ile verilen kogulu saglanmig olur. Buna gore (3
sisteminin z = 0 ¢oziimi asimptotik kararhdir.

o=
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Teorem 3.6. Egerr >0, h < k ve E; > 0 ise (3) sisteminin x = 0 ¢ozimi kararsizdor.
Ispat: V(t,z) = V(z) = 22 Lyapunov fonksiyonumuz olsun.

(i) Vi(z) = 2rz? (1—%) elde edili. » > 0, b < k oldugundan V'(z) pozitif
tanimhdir.

(ii) V(v + Li(2)) — V() = [(Bi +1)° — 1] % bulunur. E; > 0 oldugundan ¢(s) =
[(El +1)° — 1} s fonksiyonu i¢in Teorem 2.3%in (ii) sarti saglanir.

Bu durumda Teorem 2.3’ gore (3) sisteminin = 0 ¢dziimii kararsizdir. 0

3.3 Skaler model III

Simdi r, k, E; reel sabitler ve k > 0 olmak tlizere T}, = {x € R: |z — k| < h} bdlgesinde

o =rz(l—%), t#06,

Ax|i—g, = Ei(z — k) (4)

sistemini ele alalim. Once bu sistemin denge noktasim bulalim.
x’:m:(l—%) =0isex=0vex =k,
Az = E;(x — k) = 0 ise x = k bulunur.
Boylece x = k, (4) sisteminin pozitif denge noktasidir. Oncelikle bu denge noktasimi
orijine tagtyalim. Bunun igin = — k = y lineer déntigiimii yapilirsa (4) sisteminin yerine

sistemini yazabiliriz. y = 0, (5) sisteminin bir denge noktasidir. = € T} oldugundan
ly| < h sart1 saglanmaktadir. Simdi, (5) sisteminin y = 0 ¢6zlimiiniin kararlilig ile ilgili
teoremleri verelim.

Teorem 3.7. Egerr >0, h < k ve =2 < E; <0 ise (5) sisteminin y = 0 ¢ézimi ka-
rarldar.

Ispat: V(y) = 42 Lyapunov fonksiyonumuz olsun.
(i) V(y) = y* pozitif tanimhdur.

(ii) V fonksiyonunun (5) sistemi boyunca t’ye gore tiirevi

2r
Vo) = =7y (y + k)

elde edilir. 7 > 0 ve & < k oldugundan Vi (y) yari negatif tanimhdir.
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(iii) V(y + Ewy) — V(y) = [(Bi + 1)% — 1] y? elde edilir. —2 < E; < 0 oldugundan
V(y+ Ei(y)) < V(y) esitsizligi saglanmaktadir.

Sonug olarak, Teorem 2.2’ye gore (5) sisteminin y = 0 ¢dziimii kararhdir. |

Teorem 3.8. Eger r > 0, h < k ve =2 < E; < 0 ise (5) sisteminin y = 0
cozumi astmptotik kararldar.

ispat: Teorem 3.7’ye gore (5) sisteminin y = 0 ¢oziimii kararhdir. Simdi bu ¢6ztimiin
asimptotik kararl oldugunu gosterelim.

Hipoteze gore —2 < E; < 0 oldugundan (s) = [1 — (B + 1)2] s fonksiyonu icin Te-
orem 2.2'nin son maddesi saglanmig olur. Buna gére, (5) sisteminin y = 0 ¢6ztimii asimp-
totik kararhdir. 0J

Teorem 3.9. Eger r < 0, h < k ve E; < —2 veya E; > 0 ise (5) sisteminin y = 0
coztimi kararsizdar.

Ispat: V(t,y) = V(y) = y? Lyapunov fonksiyonumuz olsun.

(i) Vis)(y) = —20y%(y + k) elde edilir. Hipoteze gore r < 0 ve h < k oldugundan
V(5)(y) pozitif tammhdir.

(i) V(y+ Ei(y)) — V(y) = [(E; + 1% — 1] y? bulunur. Hipoteze gére E; < —2 veya
E; > 0 oldugundan (s) = [(E; + 1)% — 1] s fonksiyonu i¢in Teorem 2.3’iin (ii)
maddesi dogrulanir.

O halde, (5) sisteminin y = 0 ¢oztimii kararsizdir. O

3.4 Skaler model IV

Simdi r, k reel sabitler olmak iizere ve I(x) siirekli fonksiyonu igin

¥=re+k t#£0, (6)
Ax|i—g, = (rx + k)I(x)

sistemini ele alalim. Bu sistemin denge noktas1 z = —é bulunur. Bu denge noktasini
x = 0 noktasina tagimak i¢in y = = + é lineer déniisiimiinii yapahm. I (y) = I (y — %)
olmak iizere (6) sistemi

y/ =Ty, t % 62'7

Aylig, = ryl(y) ()

sistemine denk olur. Gériildiigi gibi y = 0, (7) sisteminin denge noktasidir. Simdi bu
denge noktasinin kararlilig ile ilgili teoremleri verelim.
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Teorem 3.10. Ejerr < 0ve0 < I (y) < =2 ise (7) sistemininy = 0 ¢ozimi kararldor.
Ispat: V(t,y) = V(y) = y* Lyapunov fonksiyonumuz olsun.
(i) V(y) = y? pozitif tanimhdur.

(ii) V fonksiyonun (7) sistemi boyunca t’ye gore tiirevi

Vin(y) = 2ry?

olur. 7 < 0 oldugundan V7, (y) negatif tanimhidar.

(iii) V(y + ry.f(y)) —Vy) = { [1 + rf(y)r — 1} y? bulunur. r < 0 ve 0 < f(y) < _72

~ 2 ~
oldugundan { [1 + T](y)} — 1} y? < 0 elde edilir. Buradan V (y+ryl(y)) < V(y)

oldugu goriiliir.

Bu ifadeler Teorem 2.2’ye gore (7) sisteminin y = 0 ¢oziimiiniin kararli oldugunu goste-
rir. 0

Teorem 3.11. r < 0 ve 0 < o < 1 olmak tizere =H1=% < I(y) < ==Vl se (7)
sisteminin y = 0 cozumi asimptotik kararlhdar.

ispat: Teorem 3.10°a gore (7) sisteminin y = 0 ¢oziimi kararhdir. Simdi y = 0
¢Oziimiiniin asimptotik kararhligi i¢in Teorem 2.2'nin (iv) kogulunu inceleyelim.
V(y) = y* Lyapunov fonksiyonu icin

. _ 72
Vy+Ly)-Vy =V (y +ryl (y)> -Vi(y) = { [1 +rl (y)] - 1} y* bulunur,
Hipotezde verilen _1+ ViI—o < J(y) < _1+ VIZa esitsizliginden dolayi

{[1 +Tf(y)]2 - 1}y2 < —ay?

oldugu gortiliir.

Bu da bize gosterir ki V (y+ L;i(y)) — V (y) < —(V (y)) olacak bigimde s > 0,
¥ (0) =0, s > 0igin ¢ (0) > 0 sartim saglayan ¢ (s) = as fonksiyonu vardir ve Teorem
2.2’ye gore (7) sisteminin y = 0 ¢dziimii asimptotik kararhdir. O

Teorem 3.12. Ejerr > 0 ve a > 0 igin I (y) > —Levite yeyq I(y) < =levite yse (7)
sisteminin y = 0 ¢ozimai kararsyzdur.

Ispat: V(t,y) = V(y) = 4 Lyapunov fonksiyonumuz olsun.

(i) Vi (y) =2yy' = 2ry? elde edilir. r > 0 oldugundan V(7 pozitif tammhdr.
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@) V Oyt 1) = V00 = V (54107 0) = V) = { [L+o70)]) -~ 1} 5
S e

bulunur. Hipoteze gore I (y) > veya I (y) < oldugundan

{eriw] -1}z ap

elde edilir. O halde V (y + L;i(y)) — V(y) > ¥(V (0;,y)) olacak bigimde s > 0,
»(0) =0, s > 0 igin ¥(s) > 0 sarti saglayan siirekli bir ¢(s) = as fonksiyonu
vardir.

Teorem 2.3’e gore (7) sisteminin y = 0 ¢éziimii kararsizdir. O

4 Numerik Sonuclar

Yukarida bazi skaler impalsif diferansiyel denklem modellerinin kararlilig: ile ilgili kri-
terler ve teoremler verilmigtir. Bu boliimde, (2) sistemi i¢in belirlenen kriterler ve te-
oremleri destekleyecek sekilde niimerik sonuglar ve simiilasyonlar verilecektir.

Ornek 4.1. (2) sisteminde r = —1, b = I—&, z(0) =1 wve0; =1i,i=1,2,3,.. seklinde
alimarsa, (2) sistemsi

¥ =—u, t#1, reR
Ax|i—y = I—le

(8)

olarak yazilur.

(8) sisteminin [0, 3] araliginda niimerik simiilasyonu MATLAB program: ile Sekil
1’deki gibi elde edilmistir.

Sekil 1’de ¢oziimlerin x = 0 denge noktasina yaklastigi goriilmektedir. O halde
Teorem 3.2’ye gore (8) sisteminin x = 0 denge noktasi asimptotik kararhidir. Bu sonucu
analitik ¢oziim ile asagidaki gibi gosterebiliriz.

(8) sisteminin ¢ # i iken ¢oziimii ¢ € R olmak iizere z(t) = ce™" olarak bulunur.
z(0) = 1ise z(t) = e* olur. ¢ € [0, 1] arahginda ¢oziim z(t) = e~* fonksiyonu boyunca

t

devam eder. Buradan z(1) = e”! = 1 bulunur. Genel olarak Az | = z(i+) — (i) =
t=i
(i), z(i+) = 15x(i) seklinde bulunur. Buradan 2(1+) = +x(1) = 13- elde edilir.

t € (1,2] arahgmnda ¢oziim z(t) = e ' = e ! geklinde devam eder. Béylece

x(2) = e, x(24) = 52(2) = f5e? bulunur. ¢ € (2,3] igin ¢oziim z(t) = ;e "3

seklindedir. Coziimleri
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Sekil 1: (8) sisteminin ¢dziim grafigi.
(et 0<t<1 ise
9 —t—1 < :
(t) = € , 1 <t<2 ise

81 —t—3 :
1066 ) 2<t<3 ise

seklinde pa;gah fonksiyon halinde yazabiliriz. Buradan ¢oztimlerin ¢ artarken x = 0
denge noktasina yaklagtigl goriilmektedir.

Ornek 4.2. Simdi (2) sisteminde r = 1, b = 1—10, z(0) =1 ve 6; = %, i =1,2,3,
seklinde alimarsa, (2) sistemi

¥ =u, t# % ,r €R

A[B‘t:% = %x (9)

olarak yazilir.

(9) sisteminin [0, %] araliginda niimerik simiilasyonu MATLAB programi ile Sekil
2’deki gibi elde edilmigtir.

Sekil 2’de ¢oziimlerin z = 0 denge noktasindan uzaklagtigl goriillmektedir. O halde
Teorem 3.3’e gore (9) sisteminin z = 0 denge noktasi kararsizdir. Bu sonucu analitik

¢oziim ile asagidaki gibi gosterebiliriz.
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Sekil 2: (9) sisteminin ¢dziim grafigi.

(9) sisteminin ¢ # % iken ¢oziimii ¢ € R olmak tizere z(t) = ce’ olarak bulunur.
2(0) = 1 ise z(t) = €' olur. t € [0, 1] arahginda ¢oziim z(t) = €' fonksiyonu boyunca
devam eder. Buradan z(3) = ez olarak bulunur. Genel olarak Az | = r(i+)—a(3) =
t=3
Ex(2), (t4) = 5a(4) seklinde bulunur. Buradan z(3+) = 152(3) = Les elde edilir.

10 10 104\ 2 10
t € (3,1] arahgmda ¢oziim z(t) = }—(l)e%et = }—ée”é seklinde devam eder. Boylece
11 3 11 121 3 3] i T 121 t+3
x(l) = 19¢7 x(l—l—) = Hz(1) = 2le2 bulunur. ¢ € (1,3] icin ¢oziim z(t) = {are’™2
seklindedir. Coztimleri
el 0<t< % ise
11 t+1 1 :
z(t)=q 157, 3 <t<1 ise
121 143 3
To5e 2, L<t<y ise

seklinde pargali fonksiyon halinde yazabiliriz. Buradan ¢oziimlerin ¢ artarken x = 0
denge noktasindan uzaklagtig goriilmektedir. O halde (2) sistemindeki sabit katsayilar,
Teorem 3.3’tin kosullarimi saglayacak sekilde secerek olugturdugumuz (9) sisteminin
x = 0 denge noktas1 kararsizdir.
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