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RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

Matris Normlari ile Bir Matris Oyununun Adilliginin Gosterilmesi

Demonstration of the Fairness of a Matrix Game with Matrix Norms

Burhaneddin iZGi!'V , Murat OZKAYA!
!stanbul Teknik Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Miihendisligi Boliimii, 34469 Maslak, Istanbul

Oz

Bu calismada, matris oyunlarini ¢ézmek ve bu tiir oyunlari kurmak igin literatiire yeni kazandirilmig ve yalnizca getiri matrisinin mat-
ris normlarindan olusan bir yontemi kullanarak herhangi bir matris oyununun adil bir oyun olup olmadigini belirlemeyi hedefledik. Bunu
yapmak i¢in Tas-Kagit-Makas oyununun genisletilmis bir versiyonu olan Tag-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock (Rock-Paper-Scissors-Li-
zard-Spock) oyununu ana 6rnek olarak kullandik. Oncelikle oyunun ger¢ek sonucunu gérmek igin ilgili oyunu literatiirde bilenen yontem-
leri kullanarak ¢6zdiik. Daha sonra, herhangi bir lineer sistem ¢dzmeksizin, sadece getiri matrisinin 1 ve % normlarini kullanarak, bu oyu-
nun adil bir oyun olup olmadigini detayl bir sekilde farkli senaryolar altinda yeni yontemi kullanarak inceledik. Bunlarin yani sira, kare
getiri matrisine sahip oyunlarm adil olup olmadig1 ¢cok daha hizli bir sekilde gosterecek, getiri matrisinin determinantini igeren yeni bir te-
orem sunduk ve ispatladik. Son olarak sundugumuz yeni teoremin uygulamalarin1 Tag-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock ve 6rnek olarak ele
aldigimiz diger matris oyunlar1 i¢in de yaparak hizli bir sekilde sonuglarin elde edilebilecegini gosterdik.

Anahtar Kelimeler: Oyun teorisi, Sifir toplamli oyun, Matris oyunlari, Matris normlari, Tas-kagit-makas

Abstract

In this study, we aim to determine whether matrix game is fair or not, with a recently introduced method which consists of only the ma-
trix norms of the payoft matrix. We use Rock-Paper-Scissors-Lizard-Spock game, which is an extension of the Rock-Paper-Scissors game,
as the main example. First, we solve the game with the well-known method in the literature in order to have the actual results for compar-
ing with the results obtained by the new approaches. We then investigate whether the game is fair or not with different scenarios, by us-
ing only 1 and # norms of the payoff matrix without solving any linear system. In addition to these, we present and prove some new the-
orems, which contains only the determinant of the payoff matrix, for checking the fairness of the square matrix games. Finally, we show
that the results may be obtained fast by illustrating the applications of the proposed theorem to Rock-Paper-Scissors-Lizard-Spock and
other example games.

Keywords: Game Theory, Zero-Sum game, Matrix games, Matrix norms, Rock-paper-scissors

I. GIRIS

Oyun teorisi rekabetin bulundugu ortamlarda, oyuncularin karar verme asamalarini matematiksel olarak inceleyen bir teori
olarak tanimlanabilir. Oyun teorisinin temelleri tarihte ilk kez 2. Diinya savasi esnasinda ger¢eklesen ve miicadele igeren ge-
sitli olaylara kars1 matematiksel yaklasimlarin uygulanmasi sonucu atilmigtir [1]. Bu alanda yazilmis bilinen ilk kitap J. Von
Neumann ve O. Morgenstern tarafindan kaleme alinan Oyunlar Teorisi ve Ekonomik Davranis (Theory of Games and Eco-
nomic Behaviour) isimli eserdir [2]. Kitabin yayinlanmasindan bu yana onlarca y1l gecmis olmasina ragmen oyun teorisi bu-
giin de ilk giinkii kadar giincel ve ¢ok daha gelismis bir sekilde bilim diinyasinda varligini siirdiirmektedir. Bu siireg igerisinde
oyun teorisi fizikten sosyal bilimlere, ekonomiden tarima, bir¢ok bilim dalinda kendisine yer edinmis ve uygulama alani bul-
mustur. 1959 yilinda Haywood, 2. Diinya savasindaki iki savas taktigini incelemis ve askeri doktrinler ile oyun teorisi ara-
sinda bir benzesim gelistirmistir [3]. Shenoy 1979 yilinda yayinladigi makalesinde n-kisilik isbirlikli oyunlardaki koalisyon
olusumu sorusuna yanit aramistir [4]. Nash 1994 yilinda yayimladigi ve oyun teorisinde ¢igir agcan calismasinda isbirlikei
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oyunlardaki denge noktalarini incelemis ve bu g¢alismasi-
nin sonucunda Nobel ekonomi 6diliine layik gorilmistiir
[5]. 2007 yilinda Okura rekabetin Japon sigorta sirketlerine
yapilan yatirimlari nasil etkiledigini oyun teorisini kullana-
rak incelemistir [6]. 2010°da Gu, hareketli bir hedefi sensor
agiyla takip etme problemini incelemis ve bu ¢alismasinda
hedef tahminini sifir toplamli bir oyun seklinde modellemis-
tir [7]. 2017 yilinda Rezazadeh ve arkadaslari tehlikeli boru
hatlarindaki devriye nobetlerinin programlanabilmesi igin
oyun teorisine dayali bir yontem sunmustur [8].

izgi ve Ozkaya literatiirde ilk olarak matris normlari ile
oyun teorisini 2018 yilinda yayinladiklari makale ile bir
araya getirdiler [9]. Yaptiklar: bu ¢alismada iki kisilik si-
fir toplamli matris oyunlarinin hem ¢oziimiine hem de bu
tiir oyunlarin kurulumuna yo6nelik getiri matrisinin yalnizca
I-normunu ve ““-normunu esas alan yeni bir yaklagim su-
nulmustur. Bdylece yiiksek boyutlu bir matris oyununun,
hizli bir sekilde yaklasik ¢oziimiiniin elde edilebilmesi ve
karma stratejiler kiimesinin en biiylik ve en kii¢iik eleman-
lar1 i¢in alt ve st sinirlarin belirlenebilmesi miimkiin hale
getirilmistir. Ayn1 y1l Ozkaya ise yiiksek lisans tezinde oyun
teorisinde matris normlarinin rollerini detayl: bir sekilde in-
celemistir [10]. Bunlarin yani sira, izgi ve Ozkaya [9]’da
sunmus olduklart bu yeni yontemlerini sifir toplamli olma-
yan iki kisilik bimatris oyunlar1 i¢in gelistirerek ve litera-
tiirde bilinen iinli 6rneklerle de bu yaklagimlarini giiglendi-
ren ayr1 bir ¢aligsmaya imza attilar [11].

Biz bu ¢aligmada, ilk olarak iki kisilik sifir toplamli mat-
ris oyunlarinin adilligini [9, 11] ¢calismalariyla literatiire ka-
zandirilmis olan yeni yontemi kullanarak gostermeyi hedef-
ledik. Bunun yani sira, kare getiri matrisine sahip bir oyunun
adil olup olmadigimi hizl bir sekilde gosterecek, getiri mat-
risin sadece determinantina bagl yeni bir teorem sunduk ve
ispatladik. Ayrica, kare matrislerin 6zel bir hali olan ters-si-
metrik matrisler i¢in de lineer cebir kitaplarinda verilen bir
teoremin oyun teorisi a¢isindan uygulamasini sunduk.

Caligmamizda ele alinacak olan ana oyun Tag-Kagit-Ma-
kas oyunu olarak bilinen oyunun genisletilmis bir versiyonu
olan ve ilk olarak The Big Bang Theory adl1 televizyon dizi-
sinde iki karakter arasinda oynanan Tas-Kagit-Makas-Ker-
tenkele-Spock (TKMKS) olarak isimlendirilen oyundur. Bu
oyunun matematiksel anlamda adil bir oyun oldugu [12]’de
Birgen tarafindan ¢izge teorisi yardimiyla 2015 yilinda gos-
terilmistir. Biz ise bu caligmamizda, [9, 11] ¢alismalarinda
literatiire kazandirilmis olan yeni yontemi kullanarak, TK-
MKS oyunun matematiksel anlamda adil bir oyun oldugunu
herhangi bir denklem sistemi ¢dzmeden ve sadece getiri
matrisinin 1-normunu ve “?-normunu kullanarak géstermeyi
hedeflemekteyiz. Bunlara ek olarak da, bu caligmada ilk
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olarak sunmus oldugumuz teoremleri kullanarak TKMKS
oyunu ile birlikte ¢esitli matris oyunlarmin adilligini basit
bir sekilde gostermeyi amaglamaktayiz. Calismanin geri ka-
lan kismi su sekilde organize edilmistir: Ikinci béliimde bah-
sedilen yontemi uygulamak i¢in kullanilacak gerekli teorik
altyap1 sunulmustur. Ayrica Tag-Kagit-Makas oyunu bir di-
yagram yardimiyla gosterilmis ve oyunun ¢6ziimii verilmis-
tir. Ugiincii boliimde ilk olarak, Tas-Kagit-Makas-Kertenke-
le-Spock oyunu ayrintilariyla ele alinarak TKMKS oyunun
adil bir oyun oldugu ilgili ydontem ve sunulan yeni teorem-
ler kullanilarak gosterilmistir. Daha sonra ¢esitli 6rnekler
icin de sunulan yontemlerin tutarlilig1 incelenmistir. Son bo-
liimde ise makaledeki sonuglardan kisaca bahsedilmistir.

IL. BAZI TEORIK YAKLASIMLAR VE TAS-KAGIT-
MAKAS OYUNU

Bu boliimde ilk olarak sifir toplamli herhangi bir oyunun
¢coziimiinde kullanilacak olan gerekli teorik alt yaprya yer
verilecektir. Daha sonra klasik anlamdaki Tas-Kagit-Makas
(TKM) oyununun nasil oynandigi bir diyagram yardimi ile
ozetlenecektir. Ayrica TKM oyunun getiri matrisi, oyun de-
geri ve karma stratejiler kiimesi [13]’te verildigi sekilde su-
nulacaktir.

Tanim 2.1 [14]: Eger bir oyunun oyun degeri v = [ ise
ilgili oyuna adil oyun, v = 0 ise oyun I. Oyuncu lehine,
i = 0 ise oyun II. Oyuncu lehine bir oyun denir.

Tanim 2.2 [9]: 4 = BR™*" bir matris ve =
‘nin h. satirmin girdilerinin mutlak deger toplami olsun.
Bu durumda A matrisinin h. satirinin silinmesiyle elde edi-
len B € R'™ */*" matrisine A matrisinin satirsal olarak in-
dirgenmis matrisi denir. Ayni sekilde 4 € E™*" bir mat-
ris, IlAll; ise 4 nin s. siitununun girdilerinin mutlak deger
toplam1 olmak t{izere A matrisinin s. siitununun silinmesiyle
elde edilen B € R™""™*! matrisine A matrisinin siitunsal
olarak indirgenmis matrisi denir.

A ize A

Teorem 2.3 [9]: A & R™*" iki kisilik sifir toplamli oyu-
nun getiri matrisi ve B, 4 matrisinin satirsal olarak indirgen-
mis matrisi olmak iizere, ' oyun degeri i¢in

B

A

=

P
All g

=1,ize

I

=

4
A

=

B:{

= lve v & 0,ise

14
14

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.4 [9]: & £ BT kg kisilik sifir toplamli bir
oyunun pozitif girdili getiri matrisi olsun. Karma stratejiler
kiimesinin en biiylik ve en kiigiik elemanlari, sirasiyla Prax
ve Pmin, i¢in
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; 112 L el | -
= _— Py =
max m— 1 ."B"x ICIN Py =
| — Ll ol
. Bll, v - i
U = min ﬁm icinpe, = U

esitsizlikleri saglanir.

Onerme 2.5: A & B™"" iki kisilik sifir toplamli bir oyu-
nun getiri matrisi, ¥ oyun degeri olsun. Ayrica, ¥ = |min(A}|
ve ¥ = —|max{A}| olmak tizere, X (ya da¥) € R™*" bi-
tiin girdileri x (ya da ylolan bir matris olsun. Bu durumda,
otelenmis oyununun pozitif girdili getiri matrisi 4 +X (ya
da negatif girdili getiri matrisi A +¥) ve bu oyunun oyun
degeri v + x (ya da v + ¥} olur.

Ispat. Onerme 2.5, [9]’daki Onerme 2.7’nin bir genelle-
mesi olup, ispat1 benzer sekilde kolayca yapilabilir.

Sonug 2.6 : Her matris oyunu ayni strateji kiimesi ile be-
raber kismen ya da tamamen pozitif (ya da negatif) girdili
matris oyununa doniistiiriilebilinir.

Eger adilligini inceleyecegimiz oyunun getiri matrisi bir
kare matris veya ters-simetrik bir matris ise asagidaki teo-
remler yardimiyla oyunun adilligi hakkinda daha hizli se-
kilde bir sonug elde edilebilinir.

Teorem 2.7: 4 = B™*™ iki kisilik sifir toplaml1 herhangi
bir oyunun ters simetrik olmayan getiri matrisi olsun. Eger 4
adil bir oyunun getiri matrisi ise det(4) = 0°dur.

Ispat. A € B™" bir adil oyunun getiri matrisi ve
» € R*™ bu oyunun strateji vektorii olsun. Diger taraf-
tan, herhangi bir oyunun oyun degerinin pd = v € R*"
seklinde hesaplanabilecegini biliyoruz. 4 adil bir oyunun (
v = () getiri matrisi oldugundan bu sistem pA =0 homo-
jen bir sisteme dondisiir.

Bu sistemin, det(A) = 0 oldugu durumda # = @ asikar
¢bziimiine sahip oldugu aciktir. Ote yandan, oyun teorisinin
dogas1 geregi, oyunun stratejisinin 0 vektoriinden farkli bir
vektor olmasi gerceginden yola ¢ikarak bu durumun siste-
min istenen bir ¢6ziimii olamayacagi sonucuna ulasilir.

Boylece, sistemin ¢ozimiini det(4) = 0 oldugu durum
i¢in incelemek gerekir. Yani A getiri matrisinin tekil olmasi
durumunda sistemin ya ¢dziimiiniin olmadig1 ya da sonsuz
¢ozlime sahip oldugu agik bir gergektir. A adil bir oyunun
getiri matrisi olduguna gore sistemin sifirdan farkli (z = [}
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bir ¢oziimii olmak zorundadir. Sonug olarak, p4 = 0 siste-
minin sifirdan farkli bir ¢éziimiiniin (p strateji vektoriiniin)
olmasi i¢in det(4)} = 0 olmasi gerekmektedirl

Benzer sekilde kare matrislerin dzel bir hali olan ters-si-
metrik matris oyunlar1 i¢in Jacobi teoremi olarak da bilinen
asagidaki teoremi kullanabiliriz.

Teorem 2.8 (Jacobi Teoremi) [15]: A € B™*" ters-simet-
rik bir matris olmak tizere eger 1 tek ise A’nin determinanti
stfirdir.

Not 1: Eger 4 £ E™*"getiri matrisi n ¢ift olmak lizere
bir ters-simetrik bir matris ise oyunun adilligini gostermek
icin buradaki teorik sonuclar direk kullanilamayacagindan,
matris normlar ile [9]’da verilen yaklagimin kullanilmasi
gerekmektedir.

Not 2: Matlab, Mathematica gibi programlarda islem ya-
pilirken yuvarlama hatalarindan dolay1 determinantin bek-
lendigi gibi tam olarak O (sifira oldukca yakin, 6rnegin
10~**gibi) ¢ikmayabilecegi unutulmamalidir.

/-——_.\

Scissors
@ beats paper

Sekil 1. Tag-kagit-makas oyunu [16]

Tas-Kagit-Makas oyununun getiri matrisi asagidaki gi-
bidir.

T K M
T (0,0) (-1.1) (L-1)
A=k @w-1) 0.0 (-L1)
M (-L1) (-1 (0.0)

Bu oyunun oyun degeri v = [ ve karma stratejiler kii-
mesi § = {0.33,0.33,0.33} geklinde oldugu ilgili kaynakta
verilmistir [13]. Biz bu oyunun genellemesi olan TKMKS
oyunu {izerine yogunlasip, oyunun adilligini yukarida veri-
len yaklagimlar ve teoremler yardimiyla gosterecegiz.
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III. UOYGULAMALAR

3.1. TKMKS Oyununun Adil Oldugunun Belirlenmesi

Bu boliimde ilk olarak, Tas-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock
oyunun kurallarmi bir diyagram ile gdsterip getiri matrisini
sunacagiz. Ardindan, bu oyunun adil bir oyun oldugunu [9,
11] galismalarinda sunulan yeni yontem ile gosterecegiz.
Son olarak, kare getiri matrisine sahip oyunlar i¢in verdi-
gimiz Teorem 2.8’1 kullarak oyunun adil oldugunu diger bir
yontemle ¢ok daha hizli bir sekilde gosterecegiz.

Sekil 2. Tas-kagit-makas-kertenkele-spock oyunu [17]

Tas-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock  oyununun  getiri
matrisini klasik Tag-Kagit-Makas oyununun getiri matrisine
benzer sekilde olusturursak, A bimatrisi

T K M Kr Sp
T (0.0) (-L1) (L-1) (L-1) (-L1)
K (1-1) (0,0) (-L1) (-1L1) (L-1)
M (-1,1) (L-1) (0,00 (L-1) (-L1)
Er (-11) (L-1) (-L1) (0.0) (L1 -1)
Sp (L-1) (-L1) (L-1) (-L1) (0.0)

olarak elde edilir.

iki kisilik sifir toplamli oyunlar bir optimizasyon prob-
lemine doniistiiriilerek ¢oziilebilecegi gibi literatiirde strate-
jilerin esitlenmesi olarak bilinen bir diger yontemle de elde
edilebilir. Fakat biz bu caligmamizda literatiire [9] nolu ¢alis-
mada kazandirilmig yeni yontemi kullanarak ¢6zmeye odak-
landigimiz i¢in oyunun ger¢ek ¢ozlimiinii gormek adina,
[18]’deki baglant1 yardimiyla sonuglart her iki oyuncunun
da getiri matrislerini kullanarak elde ettik. Bunun sonucunda
elde edilen sonuglar her iki oyuncu igin, yani I. oyuncu ve II.
oyuncu i¢in, agagidaki gibidir:

Oyun degerini her iki oyuncu i¢in v = 0 ve karma strate-
jiler kiimesini ise 5 = {0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2} olarak bulduk.
Oyun degeri sifir oldugu i¢in bu oyun adil bir oyundur.

Biz bu calismamizda, [9]’da sunulan, [10]’da detayli
bir sekilde incelenen ve [11]°de de gelistirilen yontemi
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kullanarak bir oyunun adil bir oyun olduguna nasil karar ve-
rilebilecegini daha dncede belirttigimiz gibi Tas-Kagit-Ma-
kas-Kertenkele-Spock oyunu iizerinden gosterecegiz. Buna
ek olarak, bu caligmada sundugumuz Teorem 2.8 ile hizl bir
sekilde sonuca ulasabilecegimizi ortaya koyacagiz.

Coziim asamasina gegmeden Once ilk olarak ilgili oyun
icin verilen getiri matrisini iki adet matris oyununa doniis-
tiirliyoruz. Yani . ve II. oyuncularin getiri matrislerini, sira-
styla A1 ve Az, ayr ayri olarak inceliyoruz. II. oyuncu igin
de getiri matrisi agagida acik bir sekilde verilen A; matri-
sine benzer sekilde olusturulursa 4, = —A- oldugu goriile-
cektir. Bunun anlami diger bir deyisle, bu oyunun iki kisi-
lik sifir toplamli bir oyun oldugudur [19]. Bu yiizden, oyunu
yalnizca Ay ya da 42 matrislerinden birini kullanarak incele-
mek yeterli olacaktir. Biz bu ¢aligma boyunca A, matrisini,
yani satir oyuncusunun (I. oyuncu) matrisini kullanarak is-
lemlere devam edecegiz.

Daha sonra Teorem 2.4’#i kullanabilmek i¢in asagida sa-
tir oyuncusu i¢in olusturdugumuz getiri matrisini, Onerme
2.5’te belirtildigi sekilde pozitif girdili bir getiri matrisine
doniistiiriiyoruz. Bunun igin tiim girdileri * = L olan 2 % 3
boyutundaki £ matrisi ile A1 matrisini toplayarak asagidaki
otelenmis getiri matrisini elde edilir.

Satir oyuncusu i¢in olusturulmus getiri matrisi,

T 0 -1 1 1 -1
¥ 1 0 -1 -1 1
M -1 1 0 1 -1
“SlEr -1 1 -1 0 1
Sp 1 -1 1 -1 0

seklinde ve 6telenmis oyunun getiri matrisi ise

T

K

M

= |Er
Sp

A+ X

| = = T O S
L= T S T SN TS |
| T e T
Lo T S R s T
|l == o =]

seklindedir.

Teorem 2.3’de verilen esitsizlikleri kullanabilmek i¢in
Otelenmis getiri matrisinin ilgili matris normlar1 $0yle-
dir: |4, + X, =54, +¥l.=5ve B, +X¥,4, +%
matrisinin satirsal olarak indirgenmis matrisi olmak iizere
|B, + Xll. =5. Bu hesaplamalarin ve ilgili teoremdeki
esitsizligin kullanilmasi ile 1 = v +x = 3 sonucuna ulasi-
lr.

Oyun degerinin yaklasik degerini bulabilmek i¢in me-
todun kullanildig1 diger ¢alismalarda da [9, 11] oldugu gibi
oyun degeri i¢in bulunan bu araliktan gegici (dummy) ve
keyfi bir oyun degeri secilmelidir. Yontemin herhangi bir
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keyfi se¢im altinda ¢alistigint gostermek icin iki farkli gegici
oyun degeri segerek iki farkli senaryo tizerinde ¢alisacagiz.

Senaryo 1.: ¥4, +x = L olsun.
Teorem 2.4’teki esitsizliklerde gegici oyun degerimizi
yerine yazarsak,

1
L ~ 5 1 {0.2,0.2}ici
= max 5—]_5 = max o2y LA S TEIT
Pmax = L=02
U= mi L_él in{0.2, 0.2}ci
= min 5—]_5 = mimiL L, Ly 1¢IN

Pmin = U =102

sonuglart elde edilir. Yukarida buldugumuz esitsizlikleri de
g6z Oniinde bulundurarak karma stratejiler kiimesinin ele-
manlarini 6rnegin P oy = Pmin = P = P = po = 0.2 gek-
linde se¢ebiliriz. Bu senaryo ve se¢im sonucunda karma stra-

tejiler kiimesiS; = {0.2,0.2,0.2,0.2, 0.2} olarak elde edilir.

Sonug 2.6’daki gergegi kullanarak, yani otelenmis bir
matris oyununun karma stratejiler kiimesinin ayni kaldig bil-
Vaax=Ax02+0x02) +@x021 £+ 2@x0.2)+
0x02) =1
olarak hesaplanir. Elde ettifimiz vy, ., = 1 degeri Onerme
2.5’ten de goriildiigii tizere asil oyun degerinin x = 1 kadar

otelenmis halidir. Bu durumda ger¢ek oyun degerinin
V=1, y—1=1-1=0

oldugu acik bir sekilde goriilmektedir. Sonug olarak, oyun
degerinin v = 0 oldugunu gostermis olduk. Diger bir de-
yisle, Tag-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock oyununun bu se-
naryo yardimryla adil bir oyun oldugunu gostermeyi basar-
dik.

Senaryo 2.: ¥4, +x = 3.7 olsun.

Senaryo 1.’e benzer sekilde Pmax ve Pmin elemanlari
icin sirasiyla alt ve iist sinirlart belirlemek i¢in Teorem 2.4
kullanilarak

3.7
-
5-1

L = max = max{0.063, 0.74} icin

"5

pi"'i.l:.'l.' 2 I‘ = U'?‘]'-
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3.7
U = mi - in{0.065, 0.74} ici
= miny—— - = ¢ = mint0.065,0.74; igin
Bmin = U = 0,065
sonuglari elde edilir. Ornek olarak

Pmax = 074 Py = B = po = po = 0.063 degerlerini
seciyoruz ve bu durumda karma stratejiler kiimesini de keyfi
olarak 5; = {0.74,0.065, 0.065, 0.065, 0.065} seklinde be-
lirleyebiliriz. Otelenmis getiri matrisinin siitunlarmi kul-
Vg, ey = (1 % 0.74) + (2 % 0.065) + (0 x 0.065) +

(0 x 0.063) + (2 x 0.063) =1

olarak 6telenmis oyun degeri bulunur. Yani Va, +x = L ger-
cek oyun degerinin * = 1 5telenmis hali oldugundan ger-
¢ek oyun degeri

1;=1f‘__l|+:,_-—l EI

olarak elde edilir. Bu durumda oyuna adil oyun diyebili-
riz. Fakat diger siitunlar i¢in de benzer sekilde hesapla-
malar yapilirsa 2. siitun i¢in 1 = —0.673, 3. ve 4. siitun-
lar i¢in v = 0.673, son olarak 5. siitun i¢in de oyun degeri
v = —0.675 olarak bulunur. Bu durumda oyunu hemen he-
men adil bir oyun olarak nitelendirebiliriz.

Bu tiir senaryolar arttirilarak farkli sonuglar elde edilebi-
linir. Fakat Senaryo 1.’den de goriildiigii iizere oyunun adil
bir oyun oldugunu ilgili yontem ile gdstermeyi basardik.

Ikinci ¢oziim yolu olarak; TKMKS oyununun getiri matrisi ters-
simetrik oldugundan Teorem 2.8 kullanilarak daha hizli bir sekilde
sonuca ulagilabilinir. Oyunun getiri matrisinin determinantini
hesaplarsak, det({4;} = 0 oldugu goriliir ve boylece oyunun
adil bir oyun oldugu sonucuna Teorem 2.8’den ulagilir.

3.2 Ornekler

Bu béliimde sifir toplamli oyunlarin ¢dziimi i¢in hem li-
teratiire Izgi ve Ozkaya [9, 11] tarafindan kazandirilmis yeni
yontemi hem de yeni sundugumuz teoremlerin uygulamala-
rint TKMKS 6rneginden farkli rnekler tizerinde de goster-
mek i¢in iki adet matris oyun ornegini inceleyecegiz.

Ornek 1. Getiri matrisi asagidaki gibi olan iki kisilik sifir
toplamli bir oyunu ele alalim.

1.75 273 -023% -1.25

A= 273 1.75 0.7 =225
-223 =225 -0.23 173
—-1.23 -323 -0.23 073

Oyunun gercek ¢oziimii [18]’deki baglanti yardimiyla he-
saplanirsa, oyun degeri v = 0 ve karma stratejiler kiimesi
5= {0.25,0.25.0.5. 0} olarak bulunur.
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Oyunun adilligini gosterebilmek i¢in ilk olarak TKMKS
oyununa benzer sekilde [9]’da verilen yontemi kullanaca-
g1z. Bunun icin 6ncelikle A getiri matrisini Onerme 2.9 yar-
dimiyla biitiin girdileri x* = 3.23 olan ¥ £ B*** matrisi ile
Otelersek, dtelenmis getiri matrisi

L B S

A+X=

-3 = On En
s IS O R Y
LISy T QS A T

4

olarak elde edilir. Ote yandan, Teorem 2.3 igin gerekli
olan matris normlart A+ X|l, =14, |A+ Xl . = 16 ve
B +Xl, =13 |lB + ¥l . = 16 olarak hesaplanir. Teorem
2.3’ten Otelenmis oyunun oyun degerinin araligi olarak da
L = va.x = 14 elde edilir. Gegici oyun degerini 6telenmis
oyun degeri icin buldugumuz bu araliktan érnegin 15 .+ = 3
olarak secelim. Teorem 2.4’{i kullanarak Fmax ve Fmin icin
sirastyla alt ve iist sinirlart da Pmax = 031 ve poy = 0.21
olarak buluruz. Karma stratejiler kiimemizi ise bu senaryoda
5* =1{0.15. 0.32,0.48.0.05} olarak belirleyebiliriz. Sonug
olarak 1., 2., 3. ve 4. siitunlar1 kullanip geri 6teleme yapila-
rak gercek oyun degeri hesaplanilacak olursa sirasiyla 0, —
0.27, 0.07 ve — 0.03 degerleri elde edilir. Yani oyunumuzun
yaklagik olarak adil, diger bir deyisle hemen hemen adil ol-
dugu yorumunu yapabiliriz. Diger taraftan, Teorem 2.7’yi
kullanirsak det{ A} = 0 sonucuna ulasiriz ki bu sonug bize
oyunun adil bir oyun oldugunu daha hizli ve net bir sekilde
ortaya koymaktadir.

Ornek 2. 4 € R**® asagidaki gibi sifir toplamli iki kisi-
lik bir oyunun getiri matrisi olsun.

-2 2 1 12 -3 -8
-2 -1 0 1 2 3
4= 3 7 1 -3 7 =23
-4 0 o -1 2 =3
-1 -5 -1 -3 -3 17
-3 -1 0 =2 0 1
[18]deki baglanti yardimiyla A oyunu ¢oziiliirse

oyun degerinin sifir ve karma stratejiler kiimesinin ise
5=10.2,0,030 0.5 0} oldugu goriiliir. Teorem 2.7 yardi-
miyla da oyunumuzun A getiri matrisinin determinantini he-
sapladigimizda det{4} =0 olarak karsimiza ¢ikmaktadur,
diger bir deyisle bu sonug oyunun adil bir oyun oldugunu
gostermektedir.

IV. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu ¢aligmamizda herhangi bir matris oyununun adilligini
hem matris normlarini igeren yaklasimla hem de getiri mat-
risinin determinantina bagli teoremler yardimiyla detayli bir
sekilde inceledik.
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Ilk olarak, literatiire matris oyunlarmin ¢oziimii ve ku-
rulumu i¢in yeni kazandirilan ve sadece getiri matrisinin
normlart tizerine kurulmus olan yeni metodun herhangi bir
matris oyunun adil olup olmadigini géstermede de kullani-
labilecegini gosterdik. Incelememizde ana érnek olarak ele
aldigimiz iki kisilik sifir toplamli Tas-Kagit-Makas-Kerten-
kele-Spock oyununun bu yeni metot yardimiyla adil (veya
secilen senaryoya da bagli olarak hemen hemen adil) oldugu
sonucuna ulastik.

Ayrica, kare getiri matrise sahip bir matris oyununun
adilligini inceleyebilmek i¢in daha hizli ve net sonug veren
yeni bir metodu teorem olarak sunduk ve ispatladik. Bu yeni
metodunun kullanisliligini da 6rneklerle ayrintili olarak sun-
duk. Bunlara ek olarak, 6zel bir kare matris olan ters-simet-
rik matrisler icin literatiirde Jacobi Teoremi olarak bilinen
teoremin uygulanisini oyun teorisi agisindan ele aldik. Bu
teorem yardimiyla da Tag-Kagit-Makas-Kertenkele-Spock
oyununun adil oldugunu daha hizli bir sekilde gosterdik.
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