PAPER DETAILS

TITLE: Kesirli Notral Diferensiyel Denklemlerin Céztimlerinin Kalitatif Davranislari Uzerine
AUTHORS: Hakan ADIGUZEL
PAGES: 211-217

ORIGINAL PDF URL: https://dergipark.org.tr/tr/download/article-file/580454



Marmara Fen Bilimleri Dergisi 2018, 3: 211-217
DOI: 10.7240/marufbd.425858

RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

Kesirli N6tral Diferansiyel Denklemlerin Céziimlerinin Kalitatif Davramslar1 Uzerine

On The Qualitative Behaviors of Solutions of Fractional Neutral Differential Equations

Hakan ADIGUZEL!

stanbul Gelisim Universitesi, Mekatronik Miihendisligi Boliimii, Avcilar, Istanbul.

Oz
Bu calismada, kesirli nétral diferensiyel denklemlerin bir smifi dikkate alinmigtir. Yeni karsilagtirma

teoremlerine dayanarak, salinimlilik sonuglart elde edilmistir. Elde edilen sonuglar literatiirdeki caligmalari
tamamlamis ve genellestirmistir.

Anahtar Kelimeler: Salinim, Kesirli Tiirev, Kesirli Diferensiyel Denklemler, Notral
Abstract

In this study, we consider a class of fractional neutral differential equations. Based on new comparison theorems,
we obtain some oscillation results. The obtained results complement and improve a number of results in the
literature.

Keywords: Oscillation, Fractional Derivative, Fractional Differential Equations, Neutral

I. GIRiS

Kesirli diferensiyel denklemler ¢ogu miihendislik probleminin modellenmesinde onemli bir arag
olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ozellikle biyomiihendislik, elektrokimya, kontrol, elektromanyetik alan
teorisi ve daha bircok fiziksel problemlerdeki matematiksel modellerin kurulmasi gibi genis bir
kullanim alani vardir [1-2]. Bu anlamda kesirli diferensiyel denklemler hakkinda daha fazla bilgi
sahibi olunulmas1 istenmesi dogaldir. Bu amagla son yillarda bu denklemlerle ilgili ¢ok sayida ¢aligma
gbze carpmaktadir [3-11]. Bu c¢aligmalar incelendiginde oOzellikle notral kesirli  diferensiyel
denklemlerin salinimliligi konusunda fazla ¢alisma olmadig1 goze ¢arpmaktadir [12-13].

Wang ve arkadaslar1 [12],

o (s(0 ot (x9)+ (O X(0) )
+q(t)X(0(t)):0

kesirli diferensiyel denkleminin salinimlilik 6zelliklerini incelemislerdir. Ve bu denklem igin bazi
salimmlilik kriterleri elde etmislerdir. Ganesan ve arkadaslar1 [13] ise, Wang ve arkadaglarimin [12]
inceledigi denklemden daha genel bir denklemi goz oniine alarak verilen salinimlilik kriterlerini daha
da genellestirmiglerdir.
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Bu calismada Z(t):

X(t)+p(t)x(z(t)),

tztO >0 ve 0< a <1 olmak tizere,

D¢ (a(t)[Drz(t)])
+q(t)x” (o (t))=0

denklemi dikkate alinacaktir. Burada y ve [

(D)

iki tek dogal saymin orammi,
Riemann-Lioville kesirli
gostermektedir [14]. Ayrica q(t) e

D modifiye
threvini

C([to,oo))
D7a(t) e C([t,,)).

D p(t) e C([t,,

oo)) pozitif fonksiyonlar ve
(1) denklemi
(H,) P, sabit bir sayr olmak iizere,

0< p(t)< p, <o,

(H,) r'(t)=7,>0, Too=0oT,
n(t)<o(t) ve

sekilde bir n(t) fonksiyonu vardir,

lim,_,.., 77(t) =+o0 olacak

dSoo

(Hy) [ a™(s

t
(H,)) —==21>0
7(t)
sartlarin1 saglar. Modifiye Riemann-Liouville
kesirli tirevi [14] ve bazi 6nemli Ozellikleri
asagida verilmistir.

—a)dt-o

(t=¢)
(f(n)(t)) B

prf(t)={ ¢

n),lsnSasn+l

D7 (f(t)g(t))=
D fla(t)]=f,[a(t

=D f[g

)]Prg(1) }
(0)](g'®)

g(t)D f (t)+f (t)Dfg(t)

1 Ejt f(é)_f(o)dé, O<ax<l
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D%t”? = r(ﬂ—i_l)
Y T(p+l-a)

p-a

Genel olarak, (1) denkleminin herhangi
¢6zimi eninde sonunda sonunda pozitif ya da
negatif bir ¢ozim degilse bu ¢oziime
salmimlidir, denir. Eger (1) denkleminin tiim
coziimleri salinimli  ise (1) denklemine
salinimli denklem denir.

Bu calismada,

fzy(t)zr(lt:a) ve i=01 igin
&=y(t)= F(lt:ra) olmak zere ¢
degisken  doniisimii  kullamilacaktir. Ve
X(t)=x(5) . a(t)=a($). p(t)=p(¢) .

q (t) =q (5 ) olarak g6z Oniine alinacaktir.

Dikkat edilirse D"¢ =1 olacagindan Modifiye

Riemann-Liouville kesirli tlrevinin

ozelliginden Dfx(t)=D{X(£)=X'(&) olur

ve ayrica
Dx(z(1))=Di(2($))

=(x(2(¢)) pre(®)=(x(2(£))

yazilir. Benzer sekilde diger fonksiyonlarda
da bu 6zellik kullanilacaktir.

Kolaylik olmast bakimindan

Q(¢)= mln{q(f) q(~(§))} ve
B(t)= f (s

Q.(6)=R()[B(7(£))]
Q,(¢)=(&)[B(7(9)]
esitlikleri  siklikla
B(7(£))= [ & (s)ds seklindedir

)ds olmak tizere

kullanilacaktir. Burada

Bu calismada incelenecek olan denklemin
a =1 durumu daha 6nce Li ve arkadaslar
[15] tarafindan incelenmistir. Calismalarinda
ikinci mertebeden nétral diferensiyel denklem
icin karsilastirma teoremlerinden yararlanarak
bazi salinimlilik kriterleri elde etmislerdir.
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1.1.Lemma [12]:

(H,) ve (H,) saglansin. Ayrica

7&)=y(z(y*(¢)). 8(&)=y(o(y(¥)))

seklinde tammli 7(&), &(&) fonksiyonlar
olsun. Bu durumda

X(z(1))=X(#(5) . x(o (1) =x(6(5))
saglanir. Ve yeni bir sart olarak

(Hy): 7(&)2 gl =%,>0, fo5=507,
7(£)<6(&) ve lim, ., 7(&)=+ooolacak
sekilde bir ﬁ(é‘ ) fonksiyonu vardir,
yazilabilir.

1.2. Lemma [13]:

X, (1) denkleminin eninde sonunda pozitif bir
¢oziimii ve t—oo igin B(t)—>oo olacak

sekilde yeterince biiyiikk bir t, varsa bu
durumda,
z(t)>0; a(t) Drz(t)] >0;

D7 (a(t) Drz(t)] ] <0.

esitsizlikleri eninde sonunda saglanir.

Il. SALINIMLILIK

Bu bolimde (1) denkleminin ¢6zumlerinin
salimmlilig1 incelenecektir.

2.1.Teorem:
0<pB<1ve p(t)<t<z(t) olsun. (H,) - (
H,) ve (H;) kosullar1 saglansin. Ayrica

v < f ve v <y olacak sekilde iki tek dogal

saymin orani olan V sayisimin var oldugunu
varsayalim. Bu durumda eger

j:on(s)ds:oo @)

saglaniyorsa (1) denklemi salinimlidir.
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ispat:

Aksine (1) denkleminin salinimli olmadigim
kabul edelim. Bu durumda denklem eninde
sonunda isaret degistirmeyen ¢Oziimlere

sahiptir. Genelligi kaybetmeksizin, [t11°°)
tzerinde (1) denkleminin bir x(t) pozitif
¢OzUminG g6z Onlne alalim (negatif ¢oziimde
benzerdir). Buna denk olarak [cjl,oo) Uzerinde

X(¢£) alnabilir. Bu durumda [13, Theorem
3.1] in ispatindaki gibi,

T E o )|
+Q(£)7" (6(¢)) <0

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizlik her
&2 vebaz & 2 & igin saglamir. Lemma 1.

2 den Z'(£)>0 oldugunu biliyoruz. Boylece
(3) ve ﬁ(f) < 5‘(5) sartindan

s(@@] L] |

+Q(&) 2’ (7(¢))=0

2(¢)

monotonlugundan ve M >0 sayisindan

2 (7(€)) =27 (#(£)) 2 (7(£))
>M77 (77(€))

yazilir.  Ayrica fonksiyonunun

olacagindan

(a(g)[f(é)]“péjﬁ(f(eg))[f'(f)]yj @

+M7Q(g)2" (7 (¢)) <0

elde edilir. Burada,

w(¢)=a(e)[z(¢)]

olarak tamimlamrsa, Lemma 1. 2 den, W(f)

nin pozitif ve azalan bir fonksiyon oldugunu
soylenebilir. Bu yuzden
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2(¢)=87(¢)7'(£)B()=w" ($)B(¢)

yazilir. Bu esitsizlik (4) esitsizliginde
kullanilirsa,

B

(w9 Eue )|

%o

+MIQ, (£)w (77(£)) <0

®)

W(f) nin yukarida elde edilen (5) gecikmeli
diferensiyel esitsizliginin bir pozitif ¢oziimii
oldugunu goriiliir. Ayrica l]"(f) fonksiyonu

ile tammlamrsa ve W(&) fonksiyonunun

azaligindan

yazilir. Bu esitsizlik (5) esitsizliginde
kullanilirsa,

xQ, (£)a (71(£))

Bulunur. Burada (&) nin, (6) gecikmeli
diferensiyel esitsizliginin bir pozitif ¢ozimi
oldugu goriliir.

Bdylece [16, Theorem 1] den

p-v z~-0 "
a'(&)+ M (fo+pr =0 (13)
xQ,(£)a™ (i(£))

bir pozitif ¢bzime sahiptir. Bu durumda [17,
Theorem 2] den (2) nin kabuliyle (7)
denkleminin salinimli oldugunu ifade eder.
Boylece (1) denklemi pozitif ¢oztimlere sahip
olamaz. Bu da kabuliimiizle celisir. Ispat
tamamlanir.
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2.2. Teorem:

O<p=y<1 ve n(t) <t< T(t) saglansin.
Eger (H,) — (H,;) sartlar1 ve

%o

.o [E 1
I f ds > = 8
7o+ p’ o J.ﬁ(e‘)Qﬁ(s) i ®)

saglaniyorsa, (1) denklemi salimmlidir.
Ispat:

Aksine (1) denkleminin salimmli olmadigim
kabul edelim. Bu durumda denklem eninde
sonunda isaret degistirmeyen c¢oziimlere

sahiptir. Genelligi kaybetmeksizin, [Ti,oo)
Uzerinde (1) denkleminin bir X pozitif

¢OzUmlnii gbéz Oniine alalim. Bu durumda,
Teorem 2.1 in ispatindakine benzer islemlerle,

%
~ g
[

0'(&)+

Q,(£)a(7(£))=0 ©

G(f) pozitif ¢dzime sahip gecikmeli

diferensiyel denklemi elde edilebilir. Diger
yandan (8) sarti ve [13, Lemma 3.4] den (9)
denkleminin  salinnmli  oldugu sonucuna
ulagilabilir. Boylece geliski elde edilir. Bu da
ispat1 tamamlar.

2.3. Sonug:
0<p<1, B<y ve o(t)<t<z(t) olsun.
Ayrica (H,) — (H;) sartlar1 ve

_ Bly :
z, o
(fo N pf} liminf [ .Q(5)

X J.&(f) de ﬂdS>1
s @) e

esitsizligi saglaniyorsa, bu durumda (1)
denklemi salinimlidir.

(10)

2.4. Teorem:

0<B<1ve p(t)<z(t)<t olsun. (H,) - (
H;) ve (H; ) kosullar1 saglansin. Ayrica
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v < [ ve v <y olacak sekilde iki tek dogal

sayinin orani olan Vv sayisinin var oldugunu
varsayalim. Bu durumda eger (2) saglaniyorsa,
(1) denklemi salinimlidir.

Ispat:

Aksine (1) denkleminin salinimli olmadigim
kabul edelim. Bu durumda denklem eninde
sonunda isaret degistirmeyen c¢oziimlere

sahiptir. Genelligi kaybetmeksizin, [ti,oo)
uzerinde (1) denkleminin bir X pozitif

¢Oztimiinii géz Oniine alalim. Bu durumda
Teorem 2.1 in ispatinda

W(f)zé(ﬁ)[f'(f)]y ile tammlanan W(f)

fonksiyonu g6z oniine alinabilir. Bu fonksiyon
pozitiftir, azalandir ve (5) gecikmeli
diferensiyel esitsizligini saglamaktadir. Ayrica

G(é‘) fonksiyonu tekrar g6z Oniine alinirsa, bu

durumda W(f) fonskiyonunun azalanhigindan,
pﬁ
u(&)< W(f(g))(1+ T—OJ
0
elde edilir. Bu esitsizlik (5) esitsizliginde
yazilirsa, yeterince biiyiik & igin )7(5)
_ vy
M p-v Ty
a'(&)+ o+ p’ <0
xQ, (¢)a (27(7(9)))

gecikmeli diferensiyel esitsizliginin bir pozitif
¢cOzimidur. Boylece [16, Theorem 1] den

N vly
Mﬂ—v Ty
a'(&)+ &+ p! -0

xQ, ()0 (£7(7(¢)))
(11)

bir pozitif ¢6zime sahiptir. Bu durumda (2)
sartinin [17, Theorem 2] de kullamilmasiyla
(11)  gecikmeli  diferensiyel ~ denklemi
salimmlidir. Bu da (11) denkleminin elde

ettigimiz )7(5) pozitif ¢oziimiiyle celisir. Bu

celiski X(t) nin (1) denkleminin salimmsiz bir
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¢Oziimii olmasindan kaynaklandi, dolayisiyla
ispat tamamlanir.

2.5. Teorem:

O<pf=y<1ve n(t) < T(t) <t saglansin.
Eger (H,) — (H,) sartlar1 ve

Ty e (€ 1
liminf s)ds>= (12
fo+p) o ) (5) e ©9
esitsizligi  saglamyorsa (1)  denklemi
salimimlidir.

ispat:

Teorem 2.4 iin ispatindaki benzer diisiince ve
islemlerle 0(&) nin,

a'(&)+| Tt P (13)

gecikmeli diferensiyel denkleminin eninde
sonunda  bir  pozitif ¢6ziimii  oldugu
gosterilebilir. Ayrica (8) sart1 ve [13, Lemma
3.4] den (13) denkleminin salimmli bir
denklem oldugu gorilir. Bu celigki ispati
tamamlar.

I11. UYGULAMALAR

t>1 i¢in asagidaki kesirli notral diferensiyel
denklem dikkate alinirsa,

Dt1/3((D}ls[x(t)Jr%X(ﬂ)B]

+tx°(At) =0

(14)

(1) denklemine karsilik olarak, a(t):l,

p(t)z%, q(t)=t, ¢=1, z(t)=4t,
/16(0,00), G(t)z/"tt, a:%, y=1,
v=p=1, A4e(01), nt)=At<a

yazilir. Ayrica
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£=y(t) Ty y(&)=£T°(413),
1
éZl_r(4/3)

olacagindan,
a(£)=a(y*(9))=1

(¢T3 (413))"
r'(4/3)

5(6)=y(o(y"(9))-

a(&)=a(y?(g))=&T°(4/3),

yazilir. Dikkat edilirse (H,) — (H;) sartlari

saglanir ve

1
0< p(t)zEslz Py

%o :(¢t)l:¢’

P VA _
J.toa (s)ds=oo,

lim L -1
t—>o0 T(t) ¢ '
fo — Z_Ollfﬂ?: — ¢1/3

bulunur. Ayrica §(&) artan bir fonksiyon ve
t< T(t) oldugundan

Q(t)=4d(£)=£T(4/3),

Q, (‘f) = Q(f)l:j’z(f) R (s)ds}v
=531“3(4/3)(/11531“3(4/3)_51)1’3,

elde edilir. Ayrica,

I:S3F3(4/3)(2153F3(4/3)—51)ﬂ3 ds = oo,

olacagindan Teorem 2.1 den dolayr (14)
denklemi salimmlidir.

= s
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