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RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

Ozel Bir Hamiltonyen Denklemi icin A-Simetri ve Prelle-Singer
Metodu

A-Symmetry and Prelle-Singer Method for a Special Hamiltonian Equation

Giilden GUN POLAT!
![stanbul Teknik Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Miihendisligi Boliimii, Maslak, 34469, Istanbul

Oz

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemler i¢in mevcut olan indirgeme metotlarindan 6nemli iki tanesi A-simetri ve Prelle-Singer metodu-
dur. Bu metotlar ayn1 zamanda bahsi gecen denklemlerin ilk integrallerini ve integrasyon ¢arpanlarini bulmak icin oldukga elverislidir. Bu
¢alisma Riemann sifirlariin spektral realizasyonunu tanimlayan bir model olan 6zel bir Hamiltonyen denklemine, bu metotlarin uygulan-
masini sunmay1 amaglamaktadir. Ayrica A-simetri ve Prelle-Singer metotlar1 arasindaki baglantiya yer verilerek, bu iliskinin sagladig: ko-
layliklar detaylartyla agiklanacak ve Hamiltonyen denklemine uygulamalari birgok farkli durum i¢in sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Lie simetrileri, A-simetrileri, Prelle-Singer metodu, integrasyon garpant, ilk integral

Abstract

Two of important methods that are used to reduce degree of nonlinear ordinary differential equation, are known as A-symmetry and Prelle-
Singer methods. These methods are also very suitable to find first integrals and integrating factors of mentioned equations. The purpose
of this study is to present applications of these methods to a special Hamiltonian equation that is known as a model equation describing
the spectral realization of the Riemann zeros. Furthermore, it has significant connection between A-symmetry and Prelle-Singer methods,
which provides some advantages that are explained in detail and implementations of a special Hamiltonian equation are illustrated for many
different cases.

Keywords: Lie symmetries, A-symmetries, Prelle-Singer method, integration factor, first integral

L.Giris

Lineer olmayan diferansiyel denklemler matematik, fizik ve ekonomi gibi pek ¢ok uygulamali alanda var olan problemlerin
modellenmesiyle; literatiirde ¢oziimii, pek ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekecek sekilde yer bulur. Diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiiniin varligina ve tekligine yonelik olan ¢aligmalar klasik olarak oldukga etkili bir sekilde devam etse de, ¢oziimiiniin
yapisini inceleyen calismalar da biiyiik dlctide dikkat cekmektedir. Problemlerin ¢ok ¢esitli olmasi ¢oziime yonelik metotla-
rin da ¢cok yonlii ve detayli sekilde aragtirilmasini dogrudan etkiler. Bu ¢alismalardan en eskiye dayanan ve sonrasinda gelis-
tirilen metotlarin temeli niteliginde olan arastirma 1870 li yillarda Norvegli matematik¢i Sophus Lie’nin kendi ismiyle anilan
Lie grup teorisidir. Bu teori, doniisiim gruplari ile belirlenen Lie simetrileri yardimiyla, eger ¢alisilan denklem kismi dife-
ransiyel denklem ise bu denklemi adi diferansiyel denkleme indirgemeye, ele alinan denklemin adi diferansiyel denklem ol-
mas1 durumunda ise bu denklemin mertebesinin diisiiriilmesine olanak saglar. Ayrica Lie simetrileri kullanilarak ifade edilen
yeni denklemler degismezlik (invaryantlik) sarti altinda elde edildiginden, bu denklemlerin ¢oziimleri ayn1 zamanda orjinal
denklemlerin de ¢oziimiidiir. Lie’nin bu koklii teorisi ¢ok zahmetli islem yiikiinden dolay1 uzun yillar aragtirmacilarin ilgisin-
den uzak kalmistir. Gegen zamanda, konu tlizerinde Bluman, Kumei ve Olver tarafindan yazilan kitaplar ve uygulamalar ile
konu oldukga dikkat ¢ekici hale gelmistir [1-2]. Ayrica gelisen bilgisayar teknolojisi ile ortaya ¢ikan Mathematica ve Maple
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gibi programlar ile hesaplamalarin daha elverisli ve algorit-
mik olmasiyla Lie grup teorisi arastirmacilarin ilgi odakla-
rindan biri olmustur.

Lie’nin teorisi temel niteliginde olsa da problemlerin
cesitligi zaman igerisinde farkli simetri ¢esitlerinin ortaya
cikmasina olanak saglamistir. Ornegin her adi diferansiyel
denklem Lie simetrisine sahip olmayabilir boyle durumlarda
yeni bir yaklagim olarak Muriel ve Romero tarafindan 1-si-
metrileri gelistirilmistir [3-5]. Bu simetrilerin mantig ilk
olarak vektor alanlarinin iistel ifadeler icermesi fikriyle OI-
ver tarafindan kitabinda ifade edilse de teorisi Muriel ve Ro-
mero tarafindan genisletilmistir ve ismi onlar tarafindan ve-
rilmistir. Aslinda A ifadesi simetrilerin bulunmasini saglayan
uzanim formiiliine eklenen bir fonksiyondur. Bu fonksiyon
yardimryla sifirdan farkli yada asikar olmayan yeni sonsuz
kiigiik ifadeler (vektor alanlarmin katsayilari) bulabilmek
miimkiin olur ve denklemleri saglayan A-fonksiyonuna ayni
zamanda simetri denilir. Lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlerin A-simetrileri yardimiyla ilk integralleri ve in-
tegrasyon carpanlari bulunabilir ve bu ilk integraller kulla-
nilarak denklemin analitik ¢6ziimlerine ulasilabilir [6-8]. Bu
metot lineer olmayan denklemler kadar lineer olanlarda da
oldukga etkindir. A-simetrileri Lie simetrisine sahip olmayan
denklemlerin ¢6ziim arayis: fikri ile dogmus olsa da, eger bir
denklemin Lie simetrileri biliniyorsa, bu simetriler kullani-
larak A-simetrileri belirlenebilir. Lie simetrilerini kullanarak
elde edilen A-simetrileri ile bir adi diferansiyel denklemi in-
dirgemek, integrasyon carpanini ve ilk integralini elde et-
mek tamamen algoritmik bir metotdur ve oldukca etkindir.

Adi diferansiyel denklemlerin benzer sekilde integras-
yon carpant ve ilk integrallerini bulmak i¢in bir diger 6nemli
metot Prelle-Singer olarak literatiirde yer bulur. Temel ola-
rak bir adi diferansiyel denklemin, genellikle rasyonel se-
kilde, basit fonksiyonlarla ifade edilen bir ¢6ziimii oldugu
kabul edilir ve bu ¢6ziim Prelle-Singer metodunun basamak-
lar1 ile belirlenir. Bu basamaklar integrasyon ¢arpani R ve
null formu § ‘i igeren belirleyici denklemler olarak adlan-
dirtlan ti¢ denklemin ¢6ziimiine yonelik ortaya ¢ikar. Eger
tiim bu denklemlerin ¢6ziimiine ulasilir ve R ve S fonksiyon-
lar1 elde edilebilirse, bu fonksiyonlar kullanilarak c¢alisilan
denklemin ilk integrali belirlenebilir [9-10]. Fakat her za-
man bu belirleyici denklemleri ¢6zmek miimkiin olmamak-
tadir. Boyle durumlarda A-simetri ve Prelle-Singer metotlart
arasinda kesfedilen, biiyiik dl¢lide iglem yiikiinii rahatlatan
onemli bir iligkiden yararlanilabilir. Bu baglant1 4 = —5 ve
A-simetri metodundan elde edilen integrasyon carpant x ol-
mak tizere y = —R seklindedir.
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1.1.Makalenin Amaci ve Problemin Tanim

Neredeyse ylizyil kadar 6nce Polya ve Hilbert, Riemann’in
hipotezini ispatlamak i¢in spektrumunun sanal kismi agikar
olmayan Riemann sifirlart igeren kendine eslenik bir ope-
rator bulmak gerektigini onerdiler. Michael Berry 2008 y1-
linda kuantum versiyonu Polya-Hilbert hipotezini gercekle-
yen ve ayn1 zamanda bazi 6zel kosullart saglamasi gereken
klasik bir Hamiltonyen’in varligini 6neren bir fikir ortaya
att1 [11]. Berry, ilk klasik Hamiltonyen’i H;; = ¥p seklinde
onerdi. Fakat daha sonra Berry ve Keating bu Hamiltonyen
icin saglamasi gereken 6zel kosullardan biri olan, kaotik ve
asal sayilarla iliskili izole edilmis periyodik yoriingelerde
olmasi sartint saglamadigini ifade ettiler [12]. Bu Hamilton-
yen’e ait farkli bir modifikasyon Sierra ve ¢aligma arkadas-
lar1 ile Berry ve Keating tarafindan, sinirlt klasik yoriinge-
lere ve ayrik kuantum spekturuma sahip olmasi i¢in 2011
yilinda asagidaki sekilde onerildi

Hs=}"(?+ij)s (1)

f!5', momentum boyutlarinin esleme sabiti olmak {izere

(1) Hamiltonyen’nine karsilik gelen Lagrange fonksiyonu

L=—28,/yly -y,
seklindedir [13-14]. Bu Lagrange fonksiyonunun bilinen

Euler-Lagrange denklemlerine koyulmasiyla, kendisine kar-
silik gelen ikinci mertebe diferansiyel denklem

.Y .
}-‘+?— 6y +4y =0, (2

olur. Bu denklemin Lie simetrileri ve denkleme Jacobi
metodunun uygulamast Nucci tarafindan yapilmistir [15].
Ayrica denklemin ilk integralleri kendi esleniklik ve karak-
teristik metodu ile literatiirde yer bulmustur [16-17].

Bu ¢aligmanin amaci ilk 6nce denklemin Lie simetrile-
rinden hareketle A-simetrilerini belirleyerek A-simetri me-
todunu uygulamak, bu metoda gore ilk integralleri ve in-
tegrasyon carpanlarint bulmaktir. Ardindan A-simetri ve
Prelle-Singer metodu arasindaki iliski kullanilarak Prel-
le-Singer metodunun sonuglarina goére farkli integrasyon
carpanlari, null formlar1 bu sonuglara gore de farkl: ilk int-
regraller elde etmek planlanmaktadir.

Bu ¢aligmanin 2. boliimiinde bahsi gegen metotlarla ilgili
temel bilgilere yer verilmistir. 3. boliim ise (2) denklemine
bu metotlarin uygulamasini ve elde edilen sonuglarin deger-
lendirilmesini igermektedir.
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I1.Temel Bilgiler

2.1 A-Simetri Metodu

M- mertebe bir adi diferansiyel denklem

I(xy™) =0, @)
(x¥) degiskenleri McXx¥V >R jinde bir M
acik kiimede olacak sekilde tamimlansin [5]. kel igin,

M® = ¥ » V& jet uzaymna karsilik gelen uzay MY olarak
Yy _
verilsin. Bu kiimenin elemanlar {-13 ¥ }— E75 R PRI Y
o -
seklinde ve { = L2,... & icin ¥ ler ¥nin Fe gore I mertebe
tirevini temsil etsin. (3) denkleminin integrasyon ¢arpani,
5
0 = k = n arahigmdaki bazi &’lar icin i [, _‘}-‘I'"':] olsun. Eger (3)
(& -
denklemi uix. v I'"'] ile ¢arpilirsa, Az, y H ﬂ:l seklindeki bazi
fonksiyonlar igin toplam tiirev operatdrii Dy ile ifade edilebilir
olarak

ulxy™).4(xy™) = D@ y™ ) @

esitligi belirlenir. Toplam tiirev operatorii asagidaki sekilde bir
formiiliizasyona sahiptir

a
ayli-1 "

a, .2 v
D= get Yoyt Iiay® 3)

(4) denklemindeki A(x, }-":ﬂ_ﬂ:] fonksiyonu (3) denklemi igin

bir ilk integraldir ve I, (4 {J.’, ¥ fn-1] }] bir korunum formudur.

Ayrica (4) denklemi ile baglantili olarak I, (A {_r, ¥ fn-1] }:I =10

tam diferansiyel denklemi igin bir A —simetrisi belirlenebilir ve

)=C CeR

n-1)

j_.

asikar olarak mertebe indirgemesi ile d{_r,
sonucu elde edilir.

Tanim 1: [3] Yeni uzamim formulii

Her A e C ={M':ﬂ} keyfi fonksiyonu igin yeni bir uzanim

formili ¥ wvektor alam ile tanimlanir. Bu vektor alam

2 ]
» = £l y) 5o+ 00 y) o seklinde M izerinde ifade edilsin,

vV 'nin n. mertebe ‘l—uzamml

R . [ .

] ile ifade edilmek iizere M ™ de tanimlanan bu vektor alam
(oI

bl [ (o2] (x, _‘}-‘:] = ?’,I'i.r, _‘}-‘:] olmasi durumunda

g

\| d il ]
vB = e y) 4 B Py @)

seklinde tanimlanir ve @ = & = 7 i¢in 7 [a.(a {L ¥ m} ifadesinin
acik formu toplam tlirev operatorii kullanilarak asagidaki gibidir
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0 (x50 = p_ {,,;,LL-:L-_::-: (x, J":i_ﬂ}j _
D FCx, ) )y + Algi-0I(y -0
ECx. y)w) -

[2]  kitabinda  karakteristik  olarak  adlandirilan  ifade
d 2
r=£ (e, }’:I i + ?'.":.r, _‘}’:] E vektor alant i¢in

Q@ =nix.¥) = {x v)y (6)

seklindedir. Bu karakteristik ile birlikte formiiliize edilen vektor
alan1

[y _ \ i i
vg = ;{D,_, + Q) oy, (7)

olsun. Boylece pltml uzanim formili

(i (nd]
pll = vé.‘l'm ‘4 Flay) D,
olarak da ifade edilebilir.

Dk=n-1 4 D, (A(xy™ 1)) = 0

rec=(M%)

saglanmasi

durumunda eger

- i a4
L0, + Q) 5 =0.09)
kismi diferansiyel denkleminin herhangi bir ¢dziimii ise, o zaman

v = ﬂ'}., (3) denkleminin bir A-simetrisidir.

(8) denklemi v = B}. simetrisi igin § = 1 ve &0 olmasindan

dolayt (7) denkleminin karakteristik @ = 1 icin ifade edilmis
formudur. (8) denklemi ayni zamanda bir diferansiyel denklem

icin A-fonksiyonunu igeren uzanim formiiliidiir, bu denklemin
acik formda yazilmasi ve tiirev katsayilari ile belirlenen belirleyici

denklemlerin ¢dziilmesiyle A-fonksiyonu ve sonsuz kiigiik
fonksiyonlar (vektor alani katsayilart) elde edilir [18].

2.2 Lie ve A-Simetri fliskisi

Boliim 2.1de 4 ~simetrilerinin teorisi genel gerceve de ™ mertebe

denklemler i¢in verilmistir fakat Lie ve A —gimetri arasindaki
direkt baglantt Muriel ve Romero tarafindan ikinci mertebe adi
diferansiyel denklemler icin detayli bir sekilde agiklanmistir [4].
Ikinci mertebe bir adi diferansiyel denklem
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¥ =yl %)

formunda olsun. (9) denkleminin Lie simetrileri yada bir baska

deyisle sonsuz kiigiik fonksiyonlari § ve M olmak iizere bunlarla
ifade edilen vektor alani

] i)
X =80, y) E-I-?;I{.r,}-‘:]ﬂ—y,

seklindedir.

Teorem 1: [4] Vektor alam V' = a}', (9) denkleminin bir 4

-simetrisidir ancak ve ancak bu ‘q—fonksiyonu

AQ)
A=— 10
0 (10)

ifadesi ile belirlenir.

A _simetri metodu lineer olmayan ve lineer denklemlerde oldukc¢a
etkili bir yontemdir. Ancak bir onceki bolim 2.1 de bahsedilen

sekilde (8) denklemini kullanarak bir denkleme A_simetri
metodunu uygulamak bazen ¢oklu belirleyici denklemleri ¢6zmeyi
gerektirebilir, bu da denklemlerin lineer olmamasindan dolay1
oldukca zahmetli hesaplar ortaya ¢ikarabilir. Boyle durumlarda

eger caligilan denklemin Lie simetrileri biliniyorsa, Lie ve 4
-simetri iliskisine dayanan basit bir algoritma ile denklemin ilk
integrallerine ve integrasyon ¢arpanlarina ulasilabilir. Bu algoritma
asagidaki dort adimla &zetlenebilir.

g,

1 ACx V=0

¥.¥), (8) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii olsun.

Fi

simetrisi i¢in birinci mertebe “*-uzanimi Tanim 1 de verilen yeni

_ WEREN)
uzanim formiilinde ™ = 1 alinarak ¥ ile ifade edilmek

0]
le_.L

lizere, " nin birinci mertebe invaryant1 yada ilk integrali

wy + Awy =0, (11)

denkleminin 6zel bir ¢ozlimiidiir.

2. {x. v ¥} kiimesi I?Ll"'j"mn invaryantlariin tam bir sistemidir
ve (9) denklemi {x.¥. ¥} cinsinden indirgenmis birinci mertebe

bir adi diferansiyel denklem olarak yazilabilir. I, {:i‘n':x, u:]} =0
, bu indirgenmis birinci mertebe denklemin bir korunum formu

olsun. (11) denkleminin ¢dziimiinden ¥ ve ¥ ifadeleri W cinsinden

yazilarak D, (ACx, w(t. vy, ¥)) = 0D, (Alx, w(t. v.¥)) = 0

seklinde orijinal denklemin bir korunum formu (ilk integrali)
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belirlenir ve bdylece (9) orijinal denklemi W cinsinden ifade
edilmis olur.

3% ya bagh indirgenmis denklemin ¢oziimiiyle ilk integral

(x.w) cinsinden Axw)=Glxwl=C CeR

Alx,w) =Glx,w)=C, CeR

denkleminin integrasyon ¢arpani

olarak ifade edilir ve (9)

U= Gowy,

formiiliizasyonu ile belirlenir.

4, Son olarak ilk integralin £+ ¥+ ¥} tiiriinden ifadesi icin

A ERTES

yani Y. ¥ yazimastyla

v 9) = 6(xwix,y. ).

(9) denkleminin Dy [I(x.v.9)] = 0 ecsitligini saglayan ilk
integraline ulasilir.

2.3 Prelle-Singer Metodu

integrasyon carpam ve ilk integrali bulmaya olanak saglayan
bir diger metot Prelle-Singer metodudur. Bu metodun temelleri
ilk defa birinci mertebe adi diferansiyel denklemler igin Prelle
ve Singer tarafindan atilmistir [19]. Ardindan ikinci mertebe
adi diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi Duarte ve ark.

tarafindan ispatlanmistir [20]. Metodun en genis anlamda ™
mertebe adi diferansiyel denklemlere uygulanisi Chandrasekar
ve ark. ile yapilmis ve pek cok metotla iligkisi de detaylariyla
aciklanmistir [9-10]. Metoda yonelik bazi temel 6zellikler asagida
agiklanacaktir.

M ye Nt aman olmak iizere; £+ ¥ ¥ nin analitik fonksiyonlar ve
kompleks polinomlar iken, ikinci mertebe bir adi bir diferansiyel
denklem rasyonel sekilde bu fonksiyonlar kullanilarak

ﬂ'f

T =% MNe Clt.y. y].

§ = (12)

ifade edilsin.

£

, ¢oziimler iizerinde bir sabit olmak tizere (12) denkleminin bir
ilk integrali 13 %) = € olsun. Bu ilk integrale (5) formuyla

verilen toplam tiirev operatdrii uygulanirsa

DI = I.dt+ I dy+ I,dy =0, (13)
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|-formu elde edilir. Eger (12) denklemi (M/N)dt —dy =0
(M/N)dt—dy =10

olarak yeniden yazilir ve

5, ¥ .1}:':]}:' dt — S{t’}’* }5:] dy seklinde null terimi eklenirse
asagidaki 1-form elde edilir

M
(E +5}:~] dt—Sdy—dy =0. (14

Her ikisi de ¢oziimler iizerinde tanimlandigindan (13) ve (14)
I-formlar1 orantili olmalidir ve (14) denkleminin R(t.y.y)

R(t.y.y) integrasyon carpani ile ¢arpilmasiyla,

dl = R(¢p + §y)dt — RSdy —Rdy =0, (15)

ifadesi elde edilir. (13) ve (15) denklemlerinin karsilastirilmasiyla I

5

ilk integral, R integrasyon ¢arpani ve = null terimini i¢eren

I. = R(¢ +y5). I, = —RS,

iliskiler elde edilir. Bu terimler arasindaki JTfJ-' =iy, If}‘ = I}‘f
Beg =Iye Iyp =Ipy

Svelt yi iceren belirleyici denklemler

uyumluluk (compatibility) kosulunun

saglanmastyla
S:+¥ 5+ ¢S5, = -+ 5S¢, + 5% (16)

R+ ¥R, + ¢R;, =R(p + 57, (17)

R,=R,S+RS5,, (18)

seklindedir. Hesaplamalar ac¢isindan (16) nolu denklemin

R

¢Oziimilyle 3 bulunur ve (17) nolu denklemle de “* elde edilir. Son

olarak (18) denklemi Sve R ye ait kisitlayic1 denklemdir ve bu
denkleminde saglanmasi halinde (16)-(18) denklemini saglayan

R

en uygun ¢oziimler bulunmus oldugu gergeklenir. Boylece

5

integrasyon ¢arpani ve = null terimi ile belirlenebilen ilk integral

"= J‘R{qh + 5)dt v

= JF':HS + i 1) dy, (197 iken

d
ey ¥) =1y —Ty — f[R + o (r—rldy, (20)

denklemi ile verilir.

2.4 A-Simetri ve Prelle-Singer Metodu Tliskisi

Prelle-Singer metodunun algoritmasini belirleyen (16)-(18)
belirleyici denklemlerinin ¢éziimiinii her zaman kolaylikla bulmak

miimkiin olmayabilir. Ik olarak Muriel ve Romero A-simetri ve

Prelle-Singer metodu iliskisine 4 = =5 ve = —HR seklinde
kisaca [4] makalesinde deginseler de, daha genis gercevede,
uygulanabilirliginin 6nemini gostermek igin orijinal 6rneklerle
Mohanasubha ve ark. tarafindan detaylica sunulmustur [10].

Sonug 1: A-simetrisi ile null form arasinda 4 = —5 integrasyon

carpani i ile i fonksiyonu arasinda g4 = —H iliskisi mevcuttur.

11 A-SIMETRI ve PRELLE-SINGER METODUNUN
(2) DENKLEMINE UYGULANMASI

Ikinci mertebe lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem olan

sI(3.R)

(2) Lagrange fonksiyonu denkleminin cebiri ile Uretilen

sekiz parametreli Lie nokta simetrileri

X, =e ¥y (8, +v8,).  (21)
X =" (8 +2y8,),

— It :
X = e (a +2y Oy ). seklindedir [15].
3.1 (2) Denklemi i¢in A-Simetri Metodu

(21) denklemindeki (2) denkleminin Lie simetrileri kul-
lanilarak ayni denklemin A-simetrileri Boliim 2.2 ye dayana-
rak belirlenecektir.

Durum 1. %2 vektor alant bir diger ad1 iiretecine gore E=1

n=20 dir. (6) denklemine gore elde edilen karakteristik @=-y
olur ve (5) denklemindeki operatére gore uygulanan Teorem 1’e

dayanan, (10) denklemine gore elde edilen A simetrisi
4y
.11=6——,}—l, (22}
y ¥

olarak bulunur. Boliim 2.2 ifade edilen dort basamakli algoritma
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asagidaki sekilde uygulanir. Oncelikle (22) ile verilen ‘q—fonksiyonu
(11) denkleminde yerine konulur ise bu denklemin ¢6ziimii

}.' — }5
seklinde bulunur ve (23) ¢6ziimiinden hareketle

—gW + 4._,}_,: _ _'\I,lg:'h' — 4@11'}::
2y

}5:

.

),' - ; (_ glw ( gh' ﬂ'l g:u‘ — gV J’: J
23,!\“'5,:11' _ %11'),:

-y (—e“" (e“‘ + NW) Wty (4 VW +e°(4 +WJJ)J

¥ ve ¥ ifadeleri W ve ¥ cinsinden ifade edilmis olur. Algoritmadaki
2. adima gore bu tlirevlerin orijinal denklem (2) de yerine

konmasiyla
w=10 (24)

indirgenmis denklemi elde edilir. Algoritmanin 3. ve 4. adimina
gore yukaridaki (24) indirgenmis denkleminin ¢dziimiiniin asikar

olmast & ilk integralinin (23) ile verilen ya esit olmasini
gerektirir. Boylece (2) denkleminin integrasyon carpani ve ilk

W«

integrali

}5

Uy = = o . .
1 2_1}.“ — 3}3}34—}3*

seklinde belirlenir. Burada X; vektor alani i¢in uygula-
nan Boliim 2.2 ifade edilen dort basamakli algoritma de-
taylariyla agiklanmistir. Diger vektor alanlart i¢in de ben-
zer islemler ayni sekilde yapilmistir ve elde edilen sonuglar

asagida verilmistir.

Durum 2. %2 i¢in ise Lie nokta simetrileri (sonsuz kii¢tikler) £=0
ve T = ¥ seklindedir. Bu Lie simetrileri ile elde edilen ‘l—simetrisi,

integrasyon ¢arpani ve ilk integral sirasiyla

Az

}_ 25
ya{-J
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bulunur.

Durum 3.42 firetecine gore Lie nokta simetrileri (sonsuz kiigiikler)

E=0 m= r olur. Bu durumda elde edilen sonuglar asagidaki
gibidir
=2-2, (26)
}Z‘
py=e%y, L=e¥yly -y

E‘GI.'

Durum 4. 45 vektsr alania gore £=0 = ¥ seklinde olup

bu Lie nokta simetrilerine gore elde edilen ‘l-simetrisi, integrasyon

carpani ve ilk integral sirasiyla

3
Ag=2-2,
4 y

(27)

IE = _:r}r{j} - 2_‘}":]4

olarak belirlenir.

— o—2f.,
py=e Ty,

Sonug 2: X iireteci ile elde edilen Az = 43 oldugundan p= = iy
velz = Iyolurveaymsekilde X i¢ind g = dq, g = pq g = I,
; X7 vektor alani ile A7 = A4, 7 = uy . 15 = Iy; son olarak Xg

tireteci icin Ag = A4, g = py . Iy = Iolarak belitlenirler.

3.2 (2) Denklemi i¢in Prelle-Singer Metodu

Bu boliimde (2) denklemine Prelle-Singer metodu Bolim 3.1 de

denklemin Lie simetrileri yardimiyla elde edilen A simetrileri ile
iliskili olarak uygulanacak olup, (2) denkleminin null formlari,
integrasyon carpanlart ve ilk integralleri belirlenecektir. (12)

ifadesinden ¥ null formunun en genel sekli
dear i

5:—22—6+—,}+l, (287
7 ¥ ¥

olarak kabul edilebilir [9]. Sonu¢ 1.de vurgulanan Prelle-Singer
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ve Asimetri iliskisi (22) denkleminin (28) denkleminin eksi
isaretlisine esit olmasiyla gerceklenir. Fakat daha farkli ve genis

jf]_,

¢ercevede integrasyon carpani ve ilk integral elde etmek {izere,

E

ve € “ler ¥’nin fonksiyonu ve ¥ sabit olmak iizere integrasyon

garpant olan R fonksiyonu £

olacak sekilde

zaman parametresinden bagimsiz

R= Y
T (Aly) + By + Cly)eTyr

(29)

ansatz ile tanimlanabilir. (28) ve (29) denklemleri Ive R "ye bagh

(16)-(18) belirleyici denklemlerine uygulanir ve ¥ tiirev katsay1lar1

ile belirlenen kismi diferansiyel denklemler ¢oziiliirse AB o C

o

fonksiyonlart bulunur ve * ve B sabit olmak iizere

¥
(20 =200 +8G =
PEE

(30)

iz

7

integrasyon carpani elde edilir. R ye 5 kullanilarak (19)-(20)
denklemi uygulanmasiyla

2y (3 — 2y)

(ay( = 2902+ 66 = )
'EJ (ﬂ} }},1.-'3 i} J

(2) denklemine ait bir ilk integral Prelle-Singer metodu

Fe]

ile elde edilmis olur. Prelle-Singer metodu ile belirlenen ilk
integraller I notasyonu ile gosterilmistir.

Simdi, Prelle-Singer ve A-simetri metotlar1 arasindaki
iliski temel alinarak B6liim 3.1 verilen durumlara gore elde
edilen A-simetrileri ile null form 4 = —5 baglantiya gore
Prelle-Singer metodunun uygulamalari incelenecektir.

Durum 1. (22) denklemi kullanilarak 41 = —31 geklinde almir.

Fakat integrasyon ¢arpanina karsilik gelen R fonksiyonu i¢in bu

defad ve B t e ¥>ye bagli ve T sabit olmak iizere, ayrica 3d per

durum i¢in null formunun paydasini gostermek iizere

S5d
A= @e ) +8Gy
ansatz 1 temel alinarak degerlendirilecektir. Bu durumda
5 ve B’ye baglh (16)-(18) belirleyici denklemleri ancak r nin

(31)

68

bazi 6zel degerleri i¢in saglanmaktadir. Bu durumlar asagi-

daki gibidir:

* = 3 olmak iizere elde edilen ¥ ve ilk integral !
_ ¥y

i {25:}'5-"9 + ﬂ};,},:,-'z:]! :

R

[ ¥

B ay(y - 290
r=3/2 ye karsilik gelen R yeilk integral 1
P ¥y

il

= {—25:}-‘4-"9 + a};},l.-'!:]!.-':

1o 20— R0 -2y
GRS

Durum 2. (25) denklemine gore Az=-5

R

2 alinarak ve (31) ifadesi

kullanilarak belirlenen “* ve ilk integral I

1
R, = }-‘{—‘—1‘ (2e7fa + &F)

+6(2e Ta + & By + ZeTa + e B)) L,

Be™ (2y —¥)

I, =1/(aB + —— ),

seklinde olur.

Durum 3. #2 = =32 olmast halinde ayni islem algoritmalarinin
yapilmastyla

_ _ 4|_r£—1\It At . —r
Ry = —u=y(e* T (6% + ay(y - ),

L L
el et 4 ayty -yt
P a(r — 1) '

elde edilir.

Durum 4. 44 = =54 iken yapilan iglemler sonucunda belirlenen

ifadeler bir 6nceki duruma benzer olarak

L0 .
Ry = —u= _}-‘{e‘[f' lf'lr{e?‘rﬂ + ayly —2yN7T,
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- L b1 - L ! -
g sy 2

gir—1)

u
|

il

seklinde bulunur.

IV. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu calisma Riemann sifirlarimin spektral realizasyonunu
tanimlayan bir model olan 6zel bir Hamiltonyen derkle-
mine karsilik gelen (2) denkleminin Prelle-Singer ve A-si-
metri metotlalarina yonelik uygulamalarii igermektedir. (2)
denklemi literatiirde yer alan birgok metotla kolayca integre
edilebilir, nonlineeritesi ¢ok yiiksek olmayan bir denklem
olsa da, burada farkli metotlarla daha genel ilk integralleri
ve integrasyon ¢arpanlart bulunmustur. Belirlenen tiim ilk
integraller D] = [ esitligini gerceklemekte ve (2) denkle-
mini bu sekilde saglamaktadir. Elde edilen sonuglar agisin-
dan (2) denkleminin A-simetrileri daha 6nce literatiirde yer
almamaktadir ayrica Prelle-Singer metodu ile belirlenen ilk
integraller ve integrasyon carpanlar literatiirde denklemle
ilgili calismalar incelendiginde olduk¢a genel formda belir-
lenmistir [15-17].

(2) denklemi fiziksel anlamda olduk¢a Onemli olup,
Nucci’nin denklemi Lie simetrileri ile degerlendirmesi, as-
linda [11] de verilen kuantum yaklasimini Lie simetrileri
bakis acisiyla ele almaktir. Bu ¢alisma fiziksel anlamda li-
teratiirde boylesine yer almis (2) denkleminin farkli yakla-
simlarla, literatiirden farkl: ilk integrallerini ve integrasyon
carpanlarint sunmaktadir.

TESEKKUR

Caligmayi, dikkatle okuyup, uyarilarda bulunan hakemlere
tesekkiirii borg bilirim. Istanbul Teknik Universitesi doktora
sonrasi arastirmaci programina da ayrica tesekkiirlerimi su-
narim.

KAYNAKLAR

[1] Bluman, G.W. ve Kumei, S. (1989). Symmetries and Differen-
tial Eqautions, Springer-Verlag, New York.

[2] Olver, PJ., (1986). Applications of Lie Groups to Differential
Equations, Springer-Verlag.

[3] Muriel, C. ve Romero, J.L. (2001). New methods of reduction
for ordinary differential equations. IMA Journal of Applied
Mathematics, 66(2), 111-125.

[4] Muriel, C. ve Romero, J.L. (2009). First integrals, integrating
factors and symmetries of second order differential equations.
J. Phys. A: Math. Theor., 42(36).

[5] Muriel, C. ve Romero, J.L. (2008). Integrating Factors and
A-Symmetries, Journal of Nonlinear Mathematical Physics,
15(3), 300-309.

69

[6] Giin Polat G. ve Ozer, T. (2017). New conservation laws, Lag-
rangian forms and exact solutions of modified-Emden equ-
ation, Journal of Computational and Nonlinear Dyna-
mics,12(4), 041001.

[7] Giin G. ve Ozer, T. (2013), First integrals, integrating factors
and invariant solutions of the path equation based on Noet-
her and A-symmetries, Abstract and Applied Analysis, Article
ID 284653.

[8] Giin Polat G. ve Ozer, T. (2016). On analysis of nonlinear dyna-
mical systems via methods connected with A-symmetry, Non-
linear Dynamics, 85(3), 1571-1595.

[9] Chandrasekar, V. K., Senthilvelan, M. Lakshmanan, M. (2005).
Extended Prelle-Singer method and integrability/solvability
of a class of nonlinear n.th order ordinary differential equati-
ons, Journal of Mathematical Physiscs, 12(1), 184-201.

[10] Mohanasubha, R., Chandrasekar, V.K., Senthilvelan, M. Laks-
hmanan, M. (2014). Interplay of symmetries, null forms, Dar-
bou polynomials, integrating factors and Jacobi multipliers in
integrable second-order differential equations, Proc. R. Soc.
A, 470(2163), 20130656.

[11] Berry, M.V. (2008). Three quantum obsessions, Nonlinearity,
vol. 21, T19-T26.

[12] Berry, M.V. ve Keating, J.P. (1999). H = xp and the Riemann
zeros, in Supersymmetry and Trace Formulae: Chaos and Di-
sorder ed J P Keating and I V Lerner, Plenum, New York,
355-367.

[13] Berry, M.V. ve Keating, J.P. (2011). A compact hamiltonian
with the same asymptotic mean spectral density as the Rie-
mann zeros, J. Phys. A: Math. Theor.,44, 285>

[14] Sierre G. ve Rodriguez-Laguna, J. (2011). The H =xp model
revisited and the Riemann zeros, Phys. Rev.Lett.,106,200201.

[15] Nucci, M.C. (2014). Spectral realization of the Riemann zeros
by quantizing H =w)ie +“§j: the Lie-Noether symmetry
approach, Journal of Physics, 482.

[16] Yasar E. ve Yildrim, Y. (2015). A procedure on the first integ-
rals of second-order nonlinear ordinary differential equations,
Eur. Phys. J. Plus., 130(240).

[17] Yildrim, Y. (2015). ikinci Mertebe Adi Diferansiyel Denklem-
lerin Tk Integralleri, Yiiksek Lisans Tezi, Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii.

[18] Muriel, C. ve Romero, J.L. (2003). €= symmetries and redu-
ction of equations without Lie point symmetries, J. Nonliear
Math. Phys., 13(1), 167-188.

[19] Prelle M. ve Singer, M. (1983). Elementary First Integrals of
Differential Equations, Trans. Am. Math. Soc., 279(1), 215-
229.

[20] Duarte, L.G.S, Duarte, S.E.S, da Mota, L.A.C.P. (2001). Sol-
ving second-order ordinary differential equations by exten-
ding the Prelle-Singer method, Journal of Physics A-Mathe-
matical and General, 34(14), 3015-3024.



