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Ozet: Istatistiksel yakinsaklik kavranu ilk kez, Fast [2] tarafindan verilmistir. Bu kavram, hem
uygulamali matematikte hem de matematigi igeren diger bilim dallarinda 6énemli rol oynar.
Marouf [13] ise 1993’te asimptotik denk dizilerde yeni kavramlar vermistir. 1980’de yaptigi
caligmada ise Patterson [16] asimptotik denk diziler i¢in istatistiksel benzerlerini sunmustur.
2006’da Patterson ve Savas [17] lacunary dizileri kullanarak bu kavramlara yeni bir boyut
kazandirmistir. Diger taraftan, ti¢ indisli diziler igin istatistiksel yakinsaklik kavrami Sahiner vd.
[20] tarafindan sunulmustur. Ayni zamanda literatiirdeki bazi ¢aligmalarda, herhangi bir reel
dizinin istatistiksel yakinsakligi mutlak degere gore belirlenir. Reel sayilarin mutlak degeri 6zel
bir Orlicz fonksiyonu olarak bilinir [19]. Bu makalenin temel amaci, {i¢ indisli diziler igin
asimptotik olarak istatistiksel ¢-denk ve asimptotik olarak lacunary istatistiksel ¢-denk
kavramlarini tanimlamaktir. Belli 6zel kosul altinda Orlicz fonksiyonundan yararlanarak, yeni
ispatlar vermek ve yeni kavramlari literatiire kazandirmaya c¢alismaktir. Ayrica bu yeni
notasyonlar arasindaki iliskiler de ¢alismamizda verilmistir.

Anahtar kelimeler: Ug indisli dizi, Orlicz fonksiyonu, Lacunary dizi, Ug indisli istatistiksel
yakinsaklik, ¢-yakinsaklik.

On Asymptotically Lacunary Statistically ¢-Equivalent Triple Sequences

Abstract: The concept of statistical convergence was first given by Fast [2]. This concept plays
an important role in both applied mathematics and other diciplines that include mathematics.
Marouf [13] gave new concepts in asymptotic equivalent series in 1993. In his study in 1980,
Patterson [16] presented statistical similarities for asymptotic equivalent sequences. In 2006,
Patterson and Savas [17] add a new dimension to these concepts by using the lacunary series.
On the other hand, the concept of statistical convergence for triple sequences is presented by
Sahiner et al. in study [20]. Also, in some studies in the literature, the statistical convergence of
any real series is determined by absolute value. The absolute value of real numbers is known as
a special Orlicz function [19]. The primary goal of this article is to introduce the concepts of
asymptotically statistically ¢-equivalent and asymptotically lacunary statistically ¢-equivalent
triple sequences. Using the Orlicz function under special condition, new proofs are given and
new concepts are introduced into the literature. Also, the relationship between these new
notations will be given.

Key words: Triple sequences, Orlicz function, Lacunary Sequence, Triple statistical
convergence, ¢-convergence.
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1. Giris

Fast [2] ve Schoenberg [24] bagimsiz olarak istatistiksel yakinsaklik kavramini ortaya
koymustur. Salat [21] in ¢alismasinda, bu fikir asagida tamimlandigi gibi temel olarak
tim pozitif tam sayilarm kiimesi olan N nin altkiimelerinin dogal yogunluguna
dayandirilmistir. Burada N nin bir A altkiimesinin dogal yogunlugu

§(A) = limn_wo%|{k <n:k e A} 1)

seklinde tammlanir ve §(A4) ile gosterilir. Fridy [3] nin yaptig1 ¢calismanin ardindan ise
bu kavram, toplanabilirlik teorisinde ©onemli bir konu haline gelmistir. Onceki
calismalarda da oldugu gibi, bu konuda tek indisli dizilerle ilgili ¢ok sayida ¢alisma
yapilmistir [15, 22, 23]. Son zamanlarda, Mursaleen ve Edely [14] ¢oklu diziler igin
istatistiksel yakinsaklik fikrini ortaya koymus ve daha sonraki yillarda tek, ¢ift ve {i¢
indisli diziler igin istatistiksel ve ideal yakinsaklikla ilgili ¢ok sayida c¢aligsmalar
yapilmistir (bknz [1, 4-11, 25-28]). Bu ¢alismada kullanilan asimptotik denklik kavrami
ise Patterson tarafindan ortaya atilarak bazi yazarlar tarafindan gelistirilmistir. Patterson
[16], bu tammlarin asimptotik istatistiksel denk benzerligini ve negatif olmayan
toplamsal matrisler i¢in dogal regiilerlik durumlarint vererek bu kavramlari
genisletmistir. Pobyvanets [18] iki negatif olmayan say: dizisinin asimptotik denkligini
koruyan asimptotik regiiler matris tanimini vermistir. Marouf [13] ve Li [12] ise,
toplanabilirlik teorisindeki iki dizinin asimptotik denkligi arasindaki iliskiyi ¢alismis ve
asimptotik denkligin bazi varyasyonlarini vermistir. Yine Patterson ve Savas [17]
calismasindaki asimptotik lacunary istatistiksel denklik kavrammi; lacunary diziler,
istatistiksel yakinsaklik, asimptotik denklik kavramlarini igeren dogal bir kombinasyonu
olarak vermislerdir. Ayn1 zamanda literatiirdeki bazi calismalarda, herhangi bir reel
dizinin istatistiksel yakinsakligi mutlak degere gore belirlenir ve reel sayilarin mutlak
degeri 6zel bir Orlicz fonksiyonu olarak bilinir [19]. Bu motivasyonla ¢alismamizin ilk
kisminda ¢ indisli diziler igin asimptotik olarak istatistiksel ¢-denk ve asimptotik
olarak lacunary istatistiksel ¢-denk kavramlari tanimlanmistir. Daha sonra ise 6zel
kosul altinda Orlicz fonksiyonunu kullanarak yeni ispatlar verilmis ve yeni kavramlar
literatiire kazandirilmistir. Ayrica bu yeni notasyonlar arasindaki iligkiler de
calismamizda verilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu kisimda makalemizde kullanacagimiz bazi tanimlara ve kavramlara yer verilmistir.

Sahiner vd. [20] tarafindan verilen ti¢ indisli dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavramini
asagidaki gibi verebiliriz:

x:NxNxN - R (ya da C) fonksiyonuna ti¢ indisli reel (ya da kompleks) dizi denir.
Eger verilen her € > 0 igin j, k, | = n, iken |xjkl| < ¢ olacak sekilde ny(e) € N mevcut
ise 0 zaman ii¢ indisli (xjkl) dizisine Pringsheim anlaminda L ye yakinsaktir denir. Eger
her j,k,l € N igin |xjkl| < M olacak sekilde M > 0 mevcut ise, o zaman ii¢ indisli

(xjkl) dizisi simrhdir. Burada tim simrh ii¢ indisli dizilerinin uzayr €3 ile
gosterilmistir.

Tanm 2.1. Eger
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|Knkl| (2)

63(K) =P - limn,k,l_,oo W

mevcut ise 0 zaman NxNxN nin bir K altkiimesi §5(K) dogal yogunluguna sahiptir
denir. Burada dikey ¢izgiler p<n, q<k, r<I[ olacak sekilde K deki (n, k,[) sayisinin
eleman sayisini tanimlar. Boylece eger her £ > 0 igin

8:({(nk,) e NxNxN:ip < n,q < k7 < L|xpqr —L| = €}) =0 3)

ise o zaman reel bir li¢ indisli x = (qur) dizisine Pringsheim anlaminda L degerine
istatistiksel yakinsaktir denir.

Literatiirdeki bazi calismalarda, herhangi bir reel dizinin istatistiksel yakinsakligi
mutlak degere gore belirlenir. Bu baglamda reel sayilarim mutlak degeri 6zel bir Orlicz
fonksiyonu olarak bilinir [19]. Burada ¢: R —» R fonksiyonu ¢ift, R* de azalmayan, R
de siirekli ve

¢(x) =0 x =0ve ¢p(x) > o0,x - ooicin

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. Buna ilave olarak eger her x € R* i¢in ¢p(2x) <
M. ¢ (x) olacak sekilde bir pozitif reel M sayisi varsa ¢: R — R Orlicz fonksiyonuna A,
kosulunu saglar denir.

Simdi Marouf [13] tarafindan verilen asimptotik denk diziler kavramini asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

Tanim 2.2. Eger

Xk
lim,—=1
k)’k

ise 0 zaman iki negatif olmayan x = (x;) ve y = (y,) dizilerine asimptotik denktir
denir ve (x~y) ile gosterilir.

Patterson [16], asimptotik istatistiksel denklik kavramini tanitmak igin istatistiksel
yakinsaklik ve asimptotik denklik kavramlarinin dogal bir kombinasyonunu asagidaki
sekilde sunmustur.

Tamm 2.3. Her € > 0 igin

(4)

] 1
llmn—wog |{k <n:

Xk
—=—=L| = 8}|=0
Yk

ise 0 zaman iki negatif olmayan x = (x;) ve y = (y,) dizilerine ¢oklu L nin asimptotik
istatistiksel denkligi denir ((x~Sty) ile gosterilir). Eger L = 1 ise basit asimptotik
istatistiksel denktir olarak adlandirilir.

Bu sonuglarin ardindan, ¢coklu L nin asimptotik lacunary istatistiksel denkligi ve ¢oklu L

nin kuvvetli asimptotik lacunary denkligi olarak iki yeni kavram verilmistir. Burada
ko =0ver =0,1,2, ... olmak iizere 8 = k, lacunary dizisi r - o iken k, — k,_, ile
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negatif olmayan tamsayilarin bir artan dizisi anlamina gelmektedir. Burada 6 ile
belirlenen araliklar I, = (ky_q,kr—1] V& h, = k, — k,_; ile gOsterilmistir ve kkr oran

r—1

q, ile tanimlanmustir.

Ayrica, Esi ve Savas [1] tarafindan yeni bir dizi olan ti¢ indisli lacunary dizi kavrami
asagidaki sekilde verilmistir:

Jo = 0, hy = Jr = Jr—1 = 9,7 = ©icin,

ko =0hy = ks —ks_1 = 00,5 = 00 igin,
ve

lo=0h; =1l —l;_1 = o0,t = o0icgin

olacak sekilde ii¢ artan tamsay: dizisi mevcut ise, o zaman 03 = 0,5, = {(j,, ks, [¢)}
ticlii dizisine ¢ indisli lacunary dizi denir. Burada k, s, = j.-ksl;, hy s = hyhshy ve
0, s + notasyonlari

Ir,s,t = {(]: k: l):jr—l <j Sjr: ks—l <k< ks ve lt—l <l< lt}f

Jr ks Lt
qr = - s = yqe = Ve qrst = qrqs9e
ks—l lt—l

ile gosterilebilir. D € NxNxN olmak tizere

53(D)—llmrst |{(]kl)€lrst (]kl)ED}|

limitinin var olmasi kosuluyla ifadesinin degerine 6, 5 .-yogunlugu denir.

Tanim 2.4. ([17]) € bir lacunary dizi olsun. Her € > 0 igin

Ellesc o= -

r

lim,

}’k

ifadesi saglanirsa 0 zaman x = (x;) ve y = (y,) dizilerine, ¢oklu L nin asimptotik

lacunary istatistiksel denkligi adi verilir (x~55>y ile gosterilir) ve eger L = 1 ise basit
asimptotik lacunary istatistiksel denktir denir.

Tanim 2.5. 6 bir lacunary dizi olsun. Bir x = (x;,) dizisine

lim Z
"hy Laiker, 1y

olmasi kosuluyla ¢oklu L nin kuvvetli asimptotik lacunary denkligidir denir (x~N5y ile
gosterilir). Burada eger L = 1 ise kuvvetli basit asimptotik lacunary denktir olarak
adlandirilir.

(6)

|

Simdi elde ettigimiz sonuglar1 verebiliriz.

140



3. Bulgular

Ikinci bolimde verilen tanimlari ve sonuclart dikkate alarak, bu kisimda Orlicz
fonksiyonu, lacunary ve ¢ indisli dizilerin yardimiyla bazi asimptotik denklik
kavramlari tanimlanmis ve bu kavramlar arasindaki iliskileri veren bazi kapsama
bagmntilari elde edilmistir.

Tanim 3.1. ¢: R = R bir Orlicz fonksiyonu olsun. Eger her € > 0 igin

. Xjki (7)
6311(r,s,t) ENXNxN:j<rk<slI<to _——L > ]=0

YViki

ifadesi saglanirsa o zaman i¢ indisli x = (xjkl)jkleN Ve ¥ = (Yjki )jkien dizilerine

coklu L nin asimptotik istatistiksel ¢-denkligi denir (x~S‘Ll’ y ile gosterilir). Burada eger
L = 1 ise basit asimptotik istatistiksel ¢-denktir olarak adlandirilir.

Tanim 3.2. ¢:R— R bir Orlicz fonksiyonu ve 63 =6, ¢, = {(j,, ks, 1;)} de bir
lacunary ¢ indisli dizi olsun. Eger her € > 0 igin

lim,. g —— =0

hT‘,S,t

. . Xjk1
{(],k,l) ELspj<rk<sl< t,q)(.——L) > 8}

Yikl

ifadesi saglanirsa 0 zaman i¢ indisli x = (xjkl)j,k,leN Ve ¥ = (Yjki )jkien dizilerine

L
coklu L nin asimptotik lacunary istatistiksel ¢-denkligi denir (x~593(¢’)y ile gosterilir).
Burada L = 1 ise basit asimptotik lacunary istatistiksel ¢-denktir olarak adlandirilir.
L
Ayrica, Sé‘g (¢) kiimesi, x~593(¢)y olacak sekilde tiim x ve y dizilerinin kiimesini
gosterir.

Tanim 3.3. ¢: R — R bir Orlicz fonksiyonu ve 6; = 0, ;. = {(j,, ks, [)} bir lacunary
ti¢ indisli dizi olsun. Eger

1 X; 8
lim,, gy —— E b (-”“ - L> =0 ®)
My st &Gk lels,  \Vjkl

ifadesi saglanirsa 0 zaman ii¢ indisli x = (x;;;) ve y = (yjx; ) dizilerine goklu L nin

asimptotik lacunary ¢-denkligi denir (x~N5’_93 y ile gosterilir). Burada L = 1 ise giicli
basit asimptotik lacunary ¢-denktir olarak adlandirilir.

Nj—0;

Ayrica, Né — 05 ifadesi x~ y olacak sekilde tim x ve y dizilerinin kiimesini

gosterir.

Teorem 3.4. ¢: R — R bir Orlicz fonksiyonu ve 6; = 0, s, = {(j,, ks, [;)} bir lacunary
ti¢ indisli dizi olsun. O zaman

(i) Eger x~N5_93y ise x~553(¢’)y dir ve bu Nj — 65 ifadesi Sg (¢) in uygun bir
altkiimesidir;

Nj—0;

L
(i) Eger x,y € £3, ve x~6:(?)y ise, 0 zaman x~ y dir;
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(iii) S5 (p) N €3, = NL — 65 n £3, dur.
s ¢

Ng—65

Ispat. (i) Eger € > 0 ve x~ y ise, 0 zaman

X; X;
>oe(Zer)z N (o)
GrDens, Ik GkDehe  IK

Xjkl_
q)(y]'kl L>28
Xjki

{(j, kD) €1 g0 b (E —~ L) > e}

=€

dir. Buradan, x~5%®y elde edilir.
NqLD — 05 C 553 (¢) oldugunu kabul edelim. x = (xjkl) vey = (¥j ) tig indisli dizileri

jkl, egerjr-1 <j < jro1 + [Vhe] Kooy <k S kooy + [Vh]
Xjkt = e <UL + [\/h_t],r, s,t =123, ..
0, digerleri

ve her j, k,l € N igcin

Yike =1
olacak sekilde tanimlansin. O zaman bu iki dizi x~553(¢)y ifadesini gergekler fakat
x~Nb=0s y ifadesini saglamaz. Bu ise istenileni vermektedir.

L
(i) x = (%) ve ¥ = (V51 ) dizileri £3, uzayinda ve x~%9®)y olsun. O zaman her

J, k,licin
x.
b <J—’“ - L) <M
Yiki
oldugunu kabul edelim. Verilen £ >0 igin

1 Z xjkl
()
hr,s,t Yikl

(j'k:l)EIT,S,t

_ 1 Xjkl )
=% Grens b (221
o2 Glebeirse ¢ (yjkl
q)(J—kl—L)ze
Ykl
1 Xjkl
t—2 GkDehs P (_ - L)

hyste v Ykl
0} ]_—kl—L <&
Yjkl

<X {(j,k,l) € Imch(@— ) > e} +e
hrst YVijkl
elde edilir. Bu ise x~"4~%y oldugunu gosterir.
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(iii) Bu kisim (i) ve (ii) nin direkt bir sonucudur.

Teorem 35. ¢:R—> R bir Orlicz fonksiyonu ve 65 =20, = {0 ks 1)},
liminfgq, s¢ > 1 ile bir lacunary {i¢ indisli dizi olsun. O zaman x~5éy ise x~553(¢’)y
dir.

Ispat. ik olarak liminfq, ¢, > 1 oldugunu kabul edelim. O zaman yeterince bilyiik
r,s,t i¢in q, s, = 1 + y olacak sekilde bir y >0 mevcuttur. Bu ise

=

7.5t > Y

rst ¥+ 1

==

L - . .. .o . -
dir. Eger x~°%y ise, 0 zaman her & > 0 ve yeterince biiyiik 7, s, t i¢in,

{ijr,kSks,lSltup(]—kl—L) }
Yikl
{(]kl)EIrst ¢<j_kl_L) }

krst

_krst jkl
)4 jkl
>V kel <__L) }
1+Vhrst {(] TStd) ]kl

olur. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.6. ¢:R— R bir Orlicz fonksiyonu ve 03 =0, ;= {(, ks, 1)}
sup q, ¢ < o ile bir lacunary g indisli dizi olsun. O zaman

L L
x~50:(P)y se x~Sby
dir.

Ispat. Eger lim sup, ;,q,.,,; < © ise, 0 zaman her r,s,t > 1 i¢in g, ¢, < C olacak
L
sekilde bir C > 0 mevcuttur. x~593(¢)y oldugunu kabul edelim ve

{(]kl)EIrst ¢<]_kl_l‘> }
]kl

rst -

olsun. Her r,s,t = H i¢in

F
{(]kl)elrstj<rk<sl<t¢< L>zg}=“'t
hr,s,t :V]kl hr,s,t
olacak sekilde H > 0 mevcuttur. Bu yiizden
her r > ry, s > sq,t >t icin h”t <K ©

T,S,t
olacak sekilde pozitif ry, 5o, t, € N tamsayilarint segelim.

F=max{F,;;:1<r<r,1<s<s5,1=<t<t}
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ve p,q,r dej,_1 <p<jrks1<q<ksvel,_, <r <l kosullarim gercekleyen
herhangi ii¢ tamsayi olsun. Burada r, s, t > H dir. O zaman

{]<pk<ql<r¢<1—kl—L) }
Yikl

PCIT
! {j<j k<kl<l-¢><’—’“—L> s}
_jr—lks—llt—l ot hen = y]kl
1
=.—{(Jkl)€1111 ¢<’—kl—L> }
Jr-1ks—1le—q YViki
+

{(]kl)EIzzz ¢<1kl )25}
.. {(] kD) € L g qb("f“ L) > e}|

]r 1ks—1le-1 Yijkl
{F111 + Foppt ot Frsoto T Frosiso+t,eoe1 T 000 F Frst}

Jr- 1ks 1le—1
1

Jr 1ks 1lt-1
1

F ) FT0+150+1t0+1 FTSt
(—LE ) rosot +,—{h (— oot by st
(Jr—1k5—1lt—1 02070 T 5 iksoqle—q [ TOTLSo+LtoHl hro+1,s0+1,t0+1 TS g
F ) 1 Frs
=\————)10Soto t ———— (su (— h + -+
(]r—lks—llt—l 0°0%0 ]r—lks—llt—l pT>r0,S>So,t>t0 hT,S { T0+150+1 t0+1
hT,S;t}

F jrkslt _jr ks lt
S(,—)rst +K< , e (9) dan
Jr—1Ks—1lt—1 0070 Jr—1Ks—1li—1 ( )

F
< (————) roSoto + K
(jr—lks—llt_l) ToSolo + Kdr,se

F
< (—)r Soto + KC
]r—lks—llt—l 02070

elde edilir. Burada p = o0, ¢ = oo, r = oo iken sirasiyla j,_; = o, k;_; = oo,
l;_q = o0 oldugundan

1imi‘{j3p,k3q,15r:¢<@—L> Ze}
par

YVikl

=0

L
elde edilir. Bu ise x~°$y oldugunu gosterir.

Teorem 3.7. ¢:R— R bir Orlicz fonksiyonu ve 63 =0, ;= {(, ks, l¢)}
1 <infq,¢; < supq, s, < oo ile bir lacunary dizisi olsun. O zaman

x~Sby = x~S5:(®),,
olur.

Ispat. Teoremin ispat: Teorem 3.5 ve 3.6 dan elde edilir.

4. Sonuc ve Yorum

Bu makalede, ii¢ indisli diziler i¢in asimptotik olarak istatistiksel ¢-denk ve asimptotik
olarak lacunary istatistiksel ¢-denk kavramlari tanimlanmistir ve bu yeni notasyonlar
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arasindaki iliskiler de verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglar toplanabilme teorisi
alaninda yapilan ¢alismalarin da bir devami niteligindedir.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyani

Mualla Birgiil Huban: Aragtirma, Kavramsallastirma, Dogrulama, Orijinal Taslak Yazimi

Destek ve Tesekkiir Beyam

Bu calismanin yazari olarak, ¢alismanin okunabilirliginin gelismesine katki saglayan hakemlere tesekkiir
ederim.

Catisma Beyani
Bu ¢aligmanin yazari olarak herhangi bir ¢atigma beyanimin bulunmadigini bildiririm.

Etik Kurul Onay ve/veya Aydinlatilmis Onam Bilgileri

Bu calismanin yazari olarak herhangi bir etik kurul onay1 ve/veya aydinlatilmis onam bilgileri beyanim
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