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Bu calismada iki manifold arasindaki farkliliklart ayirt etmek igin kullanilan ve bir ydnlendirmeye
sahip kompleks vektdr demetlerinin karakteristik sinifi olan Chern siniflarindan birinci Chern sinifi ve
Kahler-Einstein metriklerine deginilmis ayn1 zamanda da aralarindaki iliskiden bahsedilmistir. Birinci
Chern smifinin pozitif, negatif ve sifir oldugu durumlardan pozitif oldugu durum incelenmis ve bu
durum i¢in Kahler-Einstein metriklerinin nasil bulunabilecegi agiklanmustir.

Anahtar Kelimeler: Kahler-Einstein Metrik, Birinci Chern Sinifi, Futaki Invaryanti

ON KAHLER-EINSTEIN METRIC
ABSTRACT

In this study, we were mentioned Kahler-Einstein metrics and the first Chern class of the Chern
classes which is the characteristic class of complex vector bundles with a orientation and used to
distinguish the differences between two manifolds. Relation between Kéhler-Einstein metrics and first
Chern class was mentioned. Positive case of the first Chern class which has positive, negative and
zero was examined and for this case how to find Kahler-Einstein metrics was explained.

Keywords: Kdhler-Einstein Metrics, First Chern Class, Futaki Invaryant

1. GIRIS

Bir vektor demeti, bir baz uzayi (topolojik uzay) tizerindeki bir noktaya bir vektér uzay1 atamanin bir
yoludur. Karakteristik siniflar, her vektor demeti ile bu baz uzayinin bir kohomoloji sinifi arasinda
esleme yapar. Kohomoloji smifi, 6zellikle biikiilmiis olan demetin mertebesini 6lger. Bu demetin,

kesitinin (¢apraz kesitinin) olup olmamasi 6nemli degildir. Baska bir deyisle karakteristik siniflar, bir
yerel g¢arpim yapisinin bir genel ¢arpim yapisindan sapmasini dlger. Bu yapilar cebirsel topoloji,
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diferansiyel geometri ve cebirsel geometride birlestirici geometrik kavramlardan biridir. Karakteristik
siiflar kohomoloji teorisinin bir kontravaryant yapisidir [1].

Homoloji ve kohomoloji, topolojik uzaylar kategorisinden degismeli gruplar veya halkalar
kategorisine sahip birer funktordur. Homoloji ve kohomoloji arasindaki temel fark: kohomoloji
gruplar1 kontravaryant funktorlar iken homoloji gruplari kovaryant funktorlar olmasidir. Funktorlar ise
morfizmleri morfizme veya objeleri objeye doniistiiren kategoriler arasinda bir fonksiyondur.
Homoloji, sadece degismeli bir grup veya vektor uzayi iken kohomoloji dogal bir sekilde halka (cebir)
yapisina sahiptir. Bu nedenle kohomoloji, homolojiye gore daha cebirsel bir yapiya sahiptir. Ayrica
kohomoloji, homolojinin dualidir ve homolojinin cebirsel degisimleri olarak ifade edilir. Daha kisa bir
anlatimla kohomoloji bir topolojik uzayin invaryantlaridir. Homoloji ve kohomoloji gruplari ¢ok
farkli gibi goriinse de ¢ok biiyiik bir fark yoktur ve bir uzaym homoloji gruplari, o uzayin kohomoloji
gruplarmi belirler [2].

Kohomoloji gruplart kontravaryant funktorlar oldugundan bu kontravaryantlik, kohomolojide ekstra
yapilara neden olur. Bu yapilardan biri de bir uzaym kohomoloji gruplarini bir halkaya doniistiiren
dogal bir ¢arpim olan cup ¢arpimidir. Bu kohomoloji gruplarinin halkaya doniisiimii sirasinda Gysin
tam dizi ile cup ¢arpimu kullanilir. Bu tam dizi, karakteristik siniflardan biri olan Chern sinifinin
olusumundaki etmenlerden biridir [3].

Chern simiflari, bir yonlendirmeye sahip olan kompleks vektdr demetlerinin (veya n- diizlem demeti)
karakteristik sinifidir. ki manifold arasindaki farkliliklar1 ayirt etmek igin kullanilir. iki manifold,
farkli Chern siniflarina sahip ise onlar ayni olamazlar. Fakat iki manifold, ayn1 Chern siniflarina sahip
olabilir ve hala farkli olabilirler. Chern siniflarindan elde edilen sayilara Chern sayilar1 denir. Chern
smiflarinin  sayilari, kompleks boyutlarinin (kompleks 1 boyut = reel 2 boyut) sayilarindan
bagimsizdir. Kompleks 1 boyutlu manifold, bir Chern sinifina sahiptir. Bu smif birinci Chern sinifi
olarak adlandirilir. Kompleks 2 boyutlu manifold, birinci ve ikinci Chern sinifina sahiptir. Chern
siniflari, manifoldlarin biiyiik resmini 6grenmek i¢in ¢ok kullanislt araglardir.

Chern smiflarinin ilki olan birinci Chern simifinin negatif ve sifir oldugu durumlarda fizikte
String teorisinde onemli role sahip olan Kahler-Einstein metrigi varligindan bahsedilebilir. Birinci
Chern smifimin pozitif oldugu durumda Kahler-Einstein metrikten s6z edilmesi i¢in Futaki
invaryantinin sifir olmasi gerekir. Futaki invaryanti sifir ise Kahler-Einstein metrik bulunabilir.
Kahler-Einstein metrik hem Kahler hem de Einstein olan metriktir. Einstein manifoldlar fizikte,
Einstein’1in genel yercekimi teorisindeki uzay-zamani belirlemek i¢in kullanilir. Matematikte ise daha
karmagik geometrilerin temel yap1 tasidir. Bu nedenle Kahler-Einstein metrikleri anlamak hem Kahler
hem de Einstein manifoldlar1 anlamada kolaylik saglar. Bu kolaylik ise matematik ve fizikte 6nemli
gelismeleri yaninda getirir.

Bu makalede 6zellikle Kahler-Einstein metrik ve pozitif birinci Chern sinifi iizerinde durulmustur.
2. KAHLER- EINSTEIN METRIK

Bu béliimde birinci Chern sinifinin igaret durumu ve Kahler- Einstein metriginin ozellikleri ile ilgili
bilgi verilerek birinci Chern sinifi ile Kahler- Einstein metrigi arasindaki iliskiden bahsedilmistir.

2.1. Kompleks Manifold

M, iyi tanimli holomorfik fonksiyonlara sahip diizgiin manifold olsun. Daha acik bir ifade ile
kompleks boyutu sifirdan biiyiik n tamsayisi i¢cin M, U, € M ve V, € C" agik kiimeleri ile
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Po: Uy — Vg

homeomorfizmi tarafindan ortiiliir 6yle ki ¢ © (pg1 oteleme doniligiimii her yerde tanimlanabilen
holomorfiktir. fo (pg1 birlesimi her a igin V, tzerinde holomorfik ise f: M — C fonksiyonu da

holomorfiktir. Verilen doniisiimleri kullanarak herhangi bir yakin p € M noktasi, her i igin z!(p) = 0
olan kompleks degerli fonksiyonlardan olusan z,...,z" seklinde bir holomorfik koordinat sistemi
vardir. Ayrica wl, ..., w? seklinde farkli bir koordinat sistemi varsa her wi, z1, ..., z™ nin holomorfik
bir fonksiyonudur [4].

Ornek 2.1.1. (Riemann Kiiresi) M = S? olsun ve S? ¢ R? birim kiire olarak diisiinelim. Burada iki
déniisiim tanimlayalim. U; = S2\ {(0,0,1)} gibi kuzey kutbun tiimlemesi olsun ve

@:U; —C

kuzey kutbundan xy-diizlemine kadar ii¢ boyutlu harita projeksiyonu olarak tamimlansin. Benzer
sekilde U, = S%\ {(0,0,—1)} giiney kutbun tiimlemesi olsun ve

y:U, —C
kompleks eslenik ile giiney kutbundan xy-diizlemine harita projeksiyonunun birlesimi olsun. z € C \
{0} i¢in

boo@ =
VA

hesaplamasi yapilabilir. Bu o6teleme fonksiyonu holomorfik oldugundan iki harita bir kompleks
manifoldun yapis1 S? yi verir [4].

Ornek 2.1.2 (Kompleks Projektif Uzay). CP"™ kompleks projektif uzay, C**' deki kompleks
dogrularin uzayr olarak tamimlanir. Bagka bir deyisle CP™ nin noktalar1 her sayisi sifir olmayan
[Zg: ...:Zy | (n + 1)- lileridir ve her A € C \ {0} i¢in

[Zo: i Zy ] = [AZg: .o AZ ]

tammlanir. CPP® topolojik bir uzay olarak bu denklik bagmtisi alinda C***\ {0, ...,0} dan boliintii
topolojisi kalir. Z, ..., Z, homojen koordinatlar1 hatirlayalim. Kompleks yapiy1 tanimlamak i¢in n + 1

harita kullanalim. i € {0,1, ..., n} i¢in

Uy ={[Z¢:..:Z,]:Z;# 0}

ve
©; Ui — C"
[Z Z Z ] — <—0 _n>
.
0 i n Zl ’ Zl
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olsun. Burada % terimi dahil edilmediginden Gteleme fonksiyonlarinin holomorfik olan kismini

1
kontrol etmek kolaylasir. Ornegin C" iizerinde w?, ..., w™ koordinatlarim kullanarak

s , 1 w? wh
@, 0 @gt[wt, ..., w"] = ——

wl’wl’ " wl

yazilabilir. n = 1 durumunda 6teleme fonksiyonu ile iki harita elde ederiz. Boylece CP! = S2
kompleks manifolddur [4].

Tammm 2.1.1. M bir diizgiin manifoldu {izerinde hemen hemen kompleks yapi, M nin tanjant
demetlerinin

ity — ™
endomorfizmidir 6yle ki J> = —I ( Id birim doniisiim) dir [4].
Baska bir deyisle hemen hemen kompleks yapi, tanjant uzayin her noktasinda v—1 ¢arpimli bilineer
doniistim gibi davranir. M nin boyutu ¢ift olmalidir ¢iinkii tek boyutlu vektoér uzayinin herhangi bir
endomorfizmi karesi -1 olmayan bir 6z degere sahiptir [4].
Ornek 2.1.3. M kompleks bir manifold ise holomorfik haritalar C" ile bir p noktasinda her bir tanjant

uzaymna karsilik gelir. Eger M nin lokal kompleks koordinatlar1 z!,...,z" ise M nin lokal reel
koordinatlar1 z! = x' + /=1y seklinde yazabiliriz. Bununla beraber J,

(o)=a - G)=5
axi) oyl ’ dyl/  oxi

saglayan tek lineer doniisiimiidiir. T°M = TM ®g C oldugundan lokal holomorfik koordinatlari

{ 0 Ja 0 6}
dz1’ "’ ozn’ 9z’ " gzn

bigiminde yazilabilir. z! = x! + v/—1y' yi reel ve imajiner kisimlarina ayirdigimizda

0 1/0 d
ﬁ—z(ﬁ‘v‘la—yi)

Ve

ad 1/0 ad
ﬁ=§<@+"_1a_yi>

elde edilir. J endomorfizmi, T¢M nin kompleks lineer endomorfizmine genisler ve J nin, T*°M nin
+i (\/ —1) ve T%IM nin —i (—\/ —1) 0z uzayina komplekslestirilmis tanjant demetinin ayrigimi
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T°M = T*°M @ T*'M

seklinde ifade edilir. Burada belirtilen T*°M holomorfik tanjant demeti olarak isimlendirilir. T*°M,
a

% tarafindan ve T%*M de — tarafindan gerilir [4], [5].

Onerme 2.1.1. f: M — C bir fonksiyon olsun.

Cauchy-Riemann denklemleri olmak iizere f fonksiyonu holomorfiktir ancak ve ancak of = 0 dir [4].

2.2. Hermitian ve Kahler Metrikleri
Riemann metriginin, her bir tanjant uzay iizerindeki pozitif tanimli bir simetrik bilineer formdur.

Tamim 2.2.1. J kompleks yapisi ile birlikte M bir kompleks manifold olmak iizere herhangi X, Y
tanjant vektorleri i¢in g(JX,JY) = g(X,Y) ise g Riemann metrigi M iizerinde bir Hermitian metrik
olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle her bir tanjant uzay tizerinde ortogonal doniisiim olmasi igin J
kompleks yapisi gerekir [4].

z1, ..., z" lokal koordinatlarda bir Hermitian metrik

0 0
& = & (557 7a7)

tarafindan belirlenir. Her iki taraf da kompleks lineerlik ile g den kompleks tanjant vektorlerine
genisler. Herhangi j, k i¢in Hermitian durumu,

<6 6)_ (6 6)_0
8\62702x) T 8\6z702%) T

esitligini saglar. Bununla beraber g agisindan
g= Z gir(dz ® dz* + dz* ® dz’)
ik
yazilabilir. Burada gj; gdsteriminde k, holomorfik ve antiholomorfik bilesenlerin arasindaki ayrim

icin kullanilir [4].

g Hermitian metrigi, herhangi X, Y i¢in w(X,Y) = g(JX,Y) esitligi vardir. Burada w, X, Y de anti-
simetriktir ve bu w yolundaki (1,1)-tipinin bir reel 2- formunu tanimlar [4].

Tanim 2.2.2. M iizerinde g bir Hermitian metrik olmak tizere 2- formu w kapali yani dw = 0 ise g
Kahler metrik ve w Kahler formu olarak isimlendirilir [4].
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Kapali (1,1)- formu w bir Kahler metrik belirleyebilir. w, w(JX,JY) = w(X,Y) anlaminda J ile
bagdasik olsun. Bu durumda

gXY) = w(XJY)
tarafindan tanimlanan (0,2)-tensor, simetrik ve pozitif tanimlidir. Bu nedenle g metrigi Kahlerdir [5].

g nin simetrigi g = gy; seklinde gosterilir. g nin pozitif olmasi gji nin her noktada pozitif taniml
Hermitian matrisinin var oldugu anlamina gelir. Baglantili 2- form i¢in

w= V—lzg]; dzIA dzX
7K

yazilabilir. Her i, j, k i¢in
0 0
7 8k = 97 gik
esitligi yazilabilirse g Kahlerdir [4].

Ornek 2.2.1. = V—1Y;dz'A dZ' tarafindan belirlenen metrik ile C* kompleks manifoldu Kahlerdir
[5].

w Kahler formu, kapali bir reel form oldugundan H?(M; R) de, [w] kohomoloji sinifi tanimlar. Sabit
bir kohomoloji sinifinda Kahler metrikleri reel degerli fonksiyonlar tarafindan parametrelendirilir.

Ayrica bir temel sonug olarak kompakt bir manifold iizerinde gosterilen d9-lemmasidir [4].

Lemma 2.2.1 (@8-lemma). M bir kompakt Kahler manifold olsun. Eger w ve 1 ayni kohomoloji
smifinda iki reel (1,1)- form ise f: M — R ye bir fonksiyon vardir dyle ki

n=w+vV-100f
tir [4].

Onerme 2.2.1 (Normal Koordinatlar). Eger g bir Kahler metrik ise herhangi p € M noktasinda var
olan z1, ..., z" holomorfik koordinatlar segilebilir dyle ki

1, j=k
{0z
birim matris olmak tizere p noktasinda g nin bilesimi,
ng(p) = Ojk

esitligini saglar ve
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d

a
ﬁgjﬁ(p) = ﬁgjﬁ(p) =0

dir [4].

2.3. Holomorfik Dogru Demetleri

Tamim 2.3.1. M bir kompleks manifold olsun. M iizerinde bir holomorfik dogru demeti, L = Upem Lp
ayrik birlesimi {izerinde bir kompleks manifoldun yapisi ile birlikte 1- boyutlu kompleks vektor
uzayinin {Lp}pEM ailesinden olusur oyle ki m:L — M dogal projeksiyon fonksiyonu holomorfiktir.
Her p € M noktasi i¢in M de p nin bir U agik komsulugu vardir. Ayrica proj;: U X C — U birinci
faktorii Ustiindeki projeksiyonu olmak {izere m = proj; projeksiyon fonksiyonu ile degisen ve p € U
igin her L, lifi lizerinde lineer olan ¢: ™' (U) — U X C bir biholomorfizm vardir [5].

Tammm 2.3.2. s:M — L diizglin kesit olmak tizere kompleks manifoldun bir fonksiyonu olarak
holomorfik ise s diizgiin kesiti holomorfik olarak adlandirilir. Holomorfik kesitlerin uzaym H°(M, L)
ile gosterilir [5].

Tamm 2.3.3. L, M iizerinde holomorfik dogru demeti ise her L;,l lifi, L, dual vektor uzayr olmak
iizere L nin duali, M iizerinde L™! holomorfik dogru demetidir. Eger gap, L icin dteleme fonksiyonlari
ise L1 i¢in dteleme fonksiyonlart g;é ile gosterilir [5].

Ornek 2.3.1. M, n-boyutlu ise holomorfik kotanjant demetin Ky, :==A" Q¥°M en iist dis kuvveti M nin
kanonik demeti olarak adlandirilan M tizerinde holomorfik dogru demetidir. Lokal olarak M fizerinde
(z%,...,z") kompleks koordinatlar olmak iizere Ky nin asikarlagtirmasi dz'A..A dz" tarafindan

verilir [5].

Tamm 2.3.4. h, L holomorfik dogru demeti iizerinde hermitian metrigi hy, L nin sy, s, lokal diizgiin
kesitlerinin her ¢ifti i¢in diizgiin olan Ly tlizerinde bir i¢ ¢arpim olmak tizere; hermitian i¢ ¢arpiminin
{hp}pEM ailesinden olusur. p — hp(sl(p), sz(p)) lokal C- degerli fonksiyonu diizgiindiir. Metrigi

(s1,52)n = h(sy,s2)
seklinde de yazilir. Ayrica ||s||z = (s, s)y, dir [5].

Tanim 2.3.5. M, h hermitian metrigi ile holomorfik dogru demeti olsun. (L, h) nin egriligi, L nin lokal
sifir olmayan holomorfik bir s kesiti i¢gin

—V=T0dloglisIIZ
lokal ifadesi ile M iizerinde (1,1)- formudur [5].

Aciklama 2.3.1. Egrilik, iyi tammlidir. Eger s', sifir olmayan bagka bir holomorfik kesit ise bir lokal
holomorfik f fonksiyonu vardir dyle ki s” = fs dir. Bdylece ||s’||Z = |f|?||s||Z dir. Buradan

—V/—10ddlogl|ls'||Z = —V—10dlog||s||? —vV—100dlogf—vV—100dlogf
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dir. f holomorfik oldugundan log(f) ve sag taraftaki ikinci terim sifirdir. f , anti- holomorfik
oldugundan log( ) ve iigiincii terim

—V—100dlogf=+v-10a0dlogf=0
dir. Boylece
—V/=10d0logh(s") = —vV=103dlogh(s)
dir. Bu da egriligi s nin sifir olmayan holomorfik kesitlerinin se¢imi bagimsizdir [5].

Tanim 2.3.6. (X,Y) — a(X, JY) ile tamimlanan 2- tensor pozitif tanimli ise M iizerinde a (1,1)-formu
pozitiftir denir. Negatif (1,1)-formu da benzer yolla tanimlanir [5].

Tamm 2.3.7. L holomorfik dogru demeti, pozitif egrilik formuna karsilik gelen bir hermitian metrige
sahipse L, pozitif olarak adlandirilir. Negatif dogru demeti kavrami benzer sekilde tanimlanir [5].

2.4. Birinci Chern Sinifi
Tanim 2.4.1. L bir holomorfik dogru demeti olsun. L nin ¢, (L) birinci Chern simifi, L {izerinde bazi h
hermitian metrik ve L nin baz1 lokal holomorfik sifir olmayan s kesiti i¢in

T
—— 09 logllslIF

seklinde lokal ifadesi ile (1,1)-form tarafindan belirlenen kohomoloji sinifidir [5].

Agiklama 2.4.1. Birinci Chern sinifi, hermitian metrigin se¢imine bagl degildir. Eger h’, L iizerinde
baska bir hermitian metrik ise bazi pozitif lokal A fonksiyonu igin

lIslly = llslif

dir. Buradan

S e S s S
Taalogllsllh, = Yaalogllsllh —?aalog}\

hesaplanabilir. Bu esitlikte ikinci terim 9 dlogA = (0 + ) dlogA = d(@log) olarak tamdir [5].

Aciklama 2.4.2. ¢, (L), integral kohomoloji stifidir. Yani ¢, (L) € H3(M, Z) dir. Daha agik yazilirsa
birinci Chern sinifinin yorumu asagidaki gibidir. M iizerinde demet yapan tam dizisi,

e
0—>Z—->0y—0y—0
seklinde kohomolojide uzun tam dizisini olusturur. Birinci homomorfizm,

¢, HY (M, 05;) — H2(M, 7))
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bigimindeki onun birinci Chern sinifi i¢in alinan bir dogru demeti doniisiimiidiir. Burada M iizerinde
holomorfik dogru demetinin izomorfizm sinifimin grubu ile birlikte H*(M, O5;) tanimlanir. Bununla
Cq,

(LA®L) = cy(L) + ¢y (L)
ve L*, L nin duali olmak tizere
¢ (L) = —c; (L)
ifadelerini saglar [5].
Simdi Lemma 2.2.1. (9-lemma) nin ¢, (L) ile ilgili bir sonug soyledir:

Sonug 2.4.1. Eger 1, ¢, (L) kohomoloji sinifin1 gésteren bir reel (1,1)-formu ise L tizerinde h’ metrigi
vardir 6yle ki 21, h' niin egriligidir [5].

Tamm 2.4.2. Eger c, (L), pozitif (1,1)-formu ile gosterilirse ¢, (L) birinci Chern sinifi pozitiftir denir
[5].

Lemma 2.4.1. L bir dogru demetidir ancak ve ancak c, (L), pozitiftir [5].

Tanim 2.4.3. Bir kompleks manifold M i¢in Ky; kanonik demetine dual dogru demetine anti-kanonik
demet denir ve Kj* seklinde gosterilir. Ayrica

¢ (M) = ¢; (Kyy)
kural1 tarafindan M nin birinci Chern sinifi ile tanimlanir [5].

2.5. Kovaryant Tiirev

(M, w) bir Kahler manifoldu olmak tizere farklilagsan tensor alanlari igin V seklinde gosterilen
Levi- Civita koneksiyonu kullanilir. Burada Vg = Vw = VJ = 0 durumu saglanir. z?,...,z" lokal
holomorfik koordinatlar a¢isindan farkl tiirevleri i¢in

Vo Vo 5] 5]

" T 4T
esitlikleri kullanilir. Koneksiyonu

2 .0
w{w

1

tarafindan verilen ]-ik Christoffel sembolii ile belirlenir. Bu esitlik ayn1 zamanda Kahler sart1
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oldugunu géstermek i¢in kullanilabilir [4].

Levi- Civita koneksiyonu simetriktir (serbest torsion). Bu nedenle I‘]‘k = Flij dir. Herhangi bir T

tensorii i¢in V;T = ﬁ dir. Tensor alaninin kovaryant tiirevleri, fonksiyonlar {izerinde kovaryant
tiirevler kismi tiirevler ayni oldugundan tiirevler igin ¢arpim kuralini kullanarak hesaplanabilir [4].

Ornek 2.5.1. dz* formunun kovaryant tiirevlerini bulmak icin 8}‘ birim matris olmak iizere

a
— sk
de (ﬁ) = 8]

dir.

d
(V; dz® = —T¥

hesaplamasindan

] ]
(V; dz¥) F dz* (vi ﬁ) =0

elde edilir. Benzer sekilde

d
k —
Vi dz 621 =0

bulunur. Boylece

Vi de = — Z Fll]( dZ]
J

elde edilir [4].

Simdi tekrarli indeksler iizerinde toplama anlamina gelen toplama islemini kullanarak her tekrarl
indeks en iistte ve en altta bir kez goriiniir. Genellikle a;; igin a; dz'® dz! (i, ] iizerinde toplama)

seklinde bir tensor yazilir. Fakat ]-ik , koordinatlarin degisimi altinda degismediginden bir tensor
degildir [4].

Ornek 2.5.2. Toplama kuralini kullanarak a;; dz'® dZ! tensoriiniin kovaryant tiirevi,

V5(ay; dz'® dz') = (9p ay) dz'® dZ) + ay(Vydz!)® dZ' + a;; dz'@(V,dZ))
= (9pay) d'® 47 - a; dzi®(1"g{, dzf’)
= (0pay — I ay) dz'® d7

seklinde hesaplanir ya da
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Vpay; = 0p aj; — ng— a7
formiilii kullanilir. Daha genel tensorler i¢in benzer formiiller kolaylikla elde edilebilir [4].
Lemma 2.5.1. g;i metrigi agisindan Christoffel semboli gi?, g;7 niin ters matrisi olmak iizere
=870 g
dir [4].
2.6. Egrilikler

Kovaryant tiirevlerde genellikle degisme oOzelligi yoktur. Degisme Ozelliginin olmamasi egrilik

tarafindan olgiilir. Egriligi, ornek olarak Ry = gp; RIi)k? (indeksin durumu o6nemlidir) metrigi

kullanilan artacak veya daha azalacak olan Rji ¢ 4 tensoridiir [4].

Vi,V ile, Vg, V3 ile degisirken egriligi

o, 0
(ViVz = VgVi) 37 = Riwe 55

tarafindan tanimlanir. Christoffel sembolii agisindan
Ripz = — 0k 07 8ip + 8P9(0x 8i) (07 &p7)
metrigini bulundugundan

i
Rik?_

— 97 Ty
esitligini hesaplanabilir [4].
Egrilik cesitli tanimlar1 saglar. Ricci egriligi, daralmasi i¢in

Ry = gk Rijz
ve skalar egrilik

R =gV Ry
olarak tanimlanir [4].
Lemma 2.6.1. Lokal koordinatlarda Ricci egriligi,
Rj; = —0; 0;log det(gpq)

dir [4].
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(M, g), n boyutlu bir Kahler manifold olsun. g, T*°M holomorfik tanjant demeti iizerinde bir metrik
olmak iizere Kyt = AMTY®M anti-kanonik demet iizerinde det(g) bir metrik olarak elde edilir [5].

Tamim 2.6.1. (M, g) nin Ricci egriligi, Ky {izerinde det(g) nin egriligidir ve
Ric (g) = —V—10dlogdet(g)
seklinde ifade edilir [5].
Bagka bir deyisle Ric (w) Ricci formu, lokal koordinatlarda kapali reel (1,1)- form olan

Ric (0) = V-1 R;; dz! A dZ/
= —/—10 dlogdet(g)

ile tanimlanir [4].

Eger M iizerinde w Kahler formu verilirse g, uygun Kahler metrigi olmak iizere Ric (g) gésterimi
yerine Ric (w) yazilabilir [5].

Eger h, M iizerinde bagka bir Kahler metrik ise

det(h)
det(g)

genel olarak tanimlanan fonksiyondur. Béylece Ricci formlarinin farki

Ric (h) — Ric (g) = —V—100 logj%?;

tam formudur. Buradan [Ric (g)] kohomoloji simifi, Kahler metrik se¢iminden bagimsizdir. M nin
birinci Chern sinifi

1
(M) =—— [Ric (g)] € H*(M, R)

kohomoloji sinifi olarak tanimlanir. ¢; (M) bu normallestirme ile bir integral kohomoloji sinifidir [4].
Kahler manifoldunun Ricci egriligi hakkinda temel sonucu Calabi varsayiminin Yau ¢6ziimiidiir [4].

Teorem 2.6.1 (Calabi-Yau Teoremi). (M, w) bir kompakt Kahler manifold ve a, c; (M) temsil eden
bir reel (1,1)-formu olsun. [n] = [w] ile birlikte M iizerinde bir tek 1 Kéhler metrigi vardir dyle ki

Ric () = 21«

dir [4].
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Sonug 2.6.1. Eger 6zellikle ¢; (M) = 0 ise her Kahler simifi, bir tek Ricci flat metrik igerir [4].
Sifir birinci Chern sinifina sahip bir Kahler manifoldu, Calabi-Yau manifoldu olarak adlandirilir [6].

Teorem 2.6.2. M, k Gauss egriligi ile birlikte kompakt bir Riemann yiizeyi ve ¢ hacim formu olmak
uzere

Ric=k. ¢
dir [5].
Tanim 2.6.2. Eger bir (M, w) bir Kéhler manifold, A € R igin
Ric(w) = Aw
ise Kahler- Einstein’dir denilir ve buradaki A sabitine de Einstein sabiti denir [5].

Bagka bir ifadeyle Kahler metriginin, Kahler Einstein metrik olmasi igin gerek ve yeter kosul Kahler
Einstein metriginin Ricci formu, Kéhler metriginin sabit bir katidir [7].

Kompleks bir manifold iizerinde bir Kahler- Einstein metrigi, bir Riemann metrigidir. Ayrica bu
metrik hem Kahler metrigi hem de Einstein metrigidir.

® Kahler metrigi ile verilen Ric(w) = Aw ifadesinde A nin isaret durumu 6nemlidir. Burada A = 1,
A =0, A = —1 olmak tizere

Ric(w) = w, Ric(w) = 0, Ric(w) = —w

seklinde 3 farkli durumu bulunur. Bir Kéhler metriginin Ricci formu, M fiizerinde w Kahler
metriginden bagimsiz oldugu

1
aM) = o [Ric(w)]

seklinde birinci Chern sinifi denilen bir karakteristik sinifi tanimlar. A nin igsaret durumuna gore birinci
Chern smifinin igaret durumu belirlenir. Birinci Chern sinifi A ile ayni isaretlere sahiptir [4].

M bir Kéahler manifoldu ve M {lizerinde bir Kéahler- Einstein metrigi bulmak i¢in ya ¢;(M) < 0 ya
c;(M) = 0yadac,;(M) > 0 olmalidir [4], [8].

Bu durumlar s6yle gosterilir:

1) c;(M) < 0 i¢in Aubin ve Yau birbirinden bagimsiz olarak Kéhler- Einstein metriginin varligini
ispatlamiglardir [9].

¢;(M) < 0 durumu ile ilgili baz1 teoremler:
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Teorem 2.6.3 (Aubin- Yau Teoremi). ¢;(M) < 0 simifina sahip kompakt bir Kahler manifoldu M,
A = —1 Einstein sabitine sahip tek bir Kahler Einstein metrigi vardir [9].

Teorem 2.6.4. Negatif birinci Chern sinifi ile birlikte kompakt bir Kahler manifoldu M olsun.
w € —2mc; (M)
bir tek Kahler metrik vardir 6yle ki Ric(w) = —w dir [4].

Teorem 2.6.5. M, c;(M) < 0 smufi ile birlikte bir kompakt Kahler manifoldu ise negatif skalar
egrilige sahip bir Kahler- Einstein metrik vardir. Bu metrik dlgeklemeye kadar tektir [7].

2) ¢;(M) > 0 i¢in herhangi bir Kéahler sinifindaki Kéahler- Einstein metriginin varligini ispatlamaya
galisan Calabi’ nin varsayimi, Yau tarafindan ¢oziildii [8], [10].

Tanim 2.6.7. Pozitif birinci Chern sinifina sahip Kéhler manifoldu Fano manifoldu olarak adlandirilir
[11].

Fano manifoldlar {izerinde genellikle Kahler- Einstein metrikleri var olmazlar. Bunun nedeni Futaki
invaryantidir [12].

3) ¢;(M) = 0 igin Ric(w) = 0 dir. Bu durumda Kéhler- Einstein metrikleri bulunabilir [8].

Tamim 2.6.3. Sifir Ricci egriligine sahip Kahler- Einstein metrikleri Calabi- Yau metrikleri olarak
adlandirilir [8].

Calabi- Yau metrikleri sicim kuraminda biiyiik rol oynar [8].

3. POZITIF BIRINCI CHERN SINIFI

Birinci Chern simiflarinin negatif ve sifir olugu durumda Kéhler-Einstein metrigin bulunabildigini
Onceki bolimde belirtilmistir. Fakat birinci Chern sinifi pozitif oldugunda Kahler- Einstein metrik

bulunabilmesi i¢in gerekli sinirlandirmalardan bahsedilecektir.

Bu boliimde holomorfik vektor alani terimini, L,J = 0 i¢in TM tanjant demetin bir kesiti anlaminda
kullamlmaktadir. Bu sekilde verilen bir vektor alani, genel anlamda v(#®, T°M nin holomorfik
kesitidir. Benzer sekilde verilen T*°M nin bir holomorfik kesiti, onun reel kismi v, L,J = 0 dzelligine
sahiptir [6].

Teorem 3.1. Pozitif birinci Chern smifina sahip herhangi M kompakt Kahler manifoldu igin
otomorfizmlerine kadar

Ric(w) = Aw

esitligini saglayan en ¢ok bir metrik vardir [13].
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Tanmum 3.1. M kompakt bir Kéhler manifold ve n(M), M nin holomorfik vektor alanlarmin uzay1
olsun. w, [w] = Q ya sahip bir Kahler metrigi olmak tizere herhangi bir Kahler sinifi Q ve v € n(M)
icin Futaki invaryant,

fuo:m(M) — C
v faa) = [ v o
M
ile tanimlanan n(M) nin bir fy o karakteridir [14].
s(w), w nin skalar egriligi ve p de skalar egriligin

_ (). 07 (M)
(D

seklindeki ortalamasi olmak {izere h,

s(w) —p =4,

ile belirtilir ve buradan

J (eh—1)w"=0
M
dir [14].

Sonug¢ 3.1. M, sabit skalar egrilige ve [w] = Q ya sahip bir Kéhler metrigi kabul ederse fy o =0 duir
[14].

Teorem 3.2. fy o Futaki invaryanti, o nin se¢imine bagl degildir [6].

Lemma 3.1. Eger 9,v €n(M) ise fyq([9,v]) =0 dir. Baska bir deyisle fyq, n(M) nin bir
karakteridir [6].

Eger M bir Fano manifold ise Q = 2mc, (M) ve kolaylik olmasi agisindan fy o yerine fy yazilabilir.
Sadece Futaki invaryant1 fy; = 0 ise M bir Kahler-Einstein metrigine sahiptir. Futaki invaryanti sifir
olmayan Fano manifoldu 6rnekleri vardir ve bunlar Kahler-Einstein metrigi kabul etmezler [14].

Teorem 3.3. ¢;(M) > 0 a sahip bir kompleks M yiizeyi bir Kahler-Einstein metrigine sahiptir ancak
ve ancak M nin Futaki invaryanti sifirdir [15].

Tamm 3.2. M, n — boyutlu kompakt kompleks manifold olsun. Oto(M) kompleks Lie grubu, M nin

tiim biholomorfik otomorfizlerinden olusur. Onun Lie cebiri olan (M), M tizerindeki tiim holomorfik
vektor alanlarindan olusur [16].
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Eger n(M), Oto(M) nin kompakt alt grubunun Lie cebirinin komplekslesmisi ise n(M) rediiktiftir
[16].

Teorem 3.4. M, bir Kahler-Einstein metrigine sahiptir ancak ve ancak M iizerinde holomorfik vektor
alaninin Lie cebiri, rediiktif (bir kompakt reel alt cebirin komplekslesmisi) tir [14], [15].

Ornek olarak c;(M) > 0 a sahip 3- boyutlu M Kahler manifoldunda n(M) rediiktiftir ve fyy # 0 dur.
Bu durumda M, herhangi bir Kahler-Einstein metrigini kabul etmez [17].

Teorem 3.5. M, n(M) = {0} a sahip ve Kahler-Einstein metrik kabul eden bir Fano manifold ise M,
K-kararhdir [14], [18].

Sabit skalar egrilikli Kéhler metrigi, skalar egriligi sabit olan bir kompleks manifold iizerinde bir
Kahler metriktir. Ozel bir durumu, Kahler-Einstein metrikleri ve daha genel durumu ise extremal
Kahler metrikleridir.

Teorem 3.6. Eger M, sabit skalar egrilige sahip bir Kahler-Einstein metrige sahip ise n(M),
reductivedir [19].

Teorem 3.7. Eger M, sabit skalar egrilikli Kahler-Einstein metrige sahip ise fy; = 0 dir [20].
Teorem 3.8. M, [w] = 2mc, (L) iken sabit skalar egrilikli bir w Kahler metrigi ve n(M) = {0} esitligi
var ise (M, L), K-kararlidir [14], [21].
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