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Ozet: Hardy-Littlewood Maksimal operatoriiniin temel ozellikleri ifade edilmistir. Lebesgue uzaylarinda,
degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda ve Sobolev uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal operatorii i¢in yapilan
calismalar incelenmigtir. Kaynaklar kisminda ¢ok sayida makale ve kitap verilmistir. Makalenin son, arastirma

kisminda, iki tip logaritmik kosulun denkliyi ispatlanmigtir. Bu kosullar, metrik-6l¢tiimlii (metric-measure) LPO
uzaylarinda maksimal fonksiyonun sinirlii igin 6nemlidir. Alinan sonuglar, maksimal fonksiyonun iki agirlikli
sinirlt olmasi i¢in yeterlilik sartini verir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood Maksimal operator, Sobolev uzaylari, regulariti, iki agirlikli kestirimler

AN OVERVIEW OF HARDY-LITTLEWOOD MAXIMAL OPERATOR

Abstract: Basic properties of Hardy- Littlewood Maximal operator are stated. An overview has been made on
Hardy Littlewood Maximal operator for Lebesgue spaces, Lebesgue spaces with variable exponent, and
Sobolev spaces . A comprehensive list of papers and books are given at references. At the end of the paper, in
the place of investigation, we prove an equivalence of two logarithmic conditions which are essential for the
Hardy-Littlewhood maximal operator to be bounded in the variable exponent metric-measure Lebesgue spaces

LPO. Applying the obtained equivalence, we state the boundedness of maximal function in the two weighted
case.

Keywords: Hardy- Littlewood Maximal operator, Sobolev spaces, regularity, two weighted estimated
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1. GIRIS
Hardy-Littlewood maksimal operatorii
(genellikle kisaca maksimal operator denir)
analizde kullanilan 6nemli bir operatordiir. Bu
operatdr  singular integralde, diferansiyel
denklemler teorisinde ve diger operatdrleri
kontrol etmek i¢in kullanmilir [1, 2]. Bu
operatoriin 1-boyutlu durumu ilk kez 1930 da
Ingiliz matematikgileri G.H. Hardy ve J.E.
Littlewood’un bir makalesinde goriildi [3].
Daha sonra n-boyutlu analogu 1939’ da
N.Wiener tarafindan calisildi. Bu makale kesirli
Hardy-Littlewood maksimal operatorii ile ilgili
herhangi bir ¢alisma olmayip, klasik Hardy-
Littlewood maksimal operatorii {izerinde

yapilan bir ¢aligmadir. Bu makalede Lebesgue

Ol¢limii || ile gosterilecektir.

f :R" — R lokal olarak integrallenebilen bir

fonksiyon olmak iizere, Hardy—Littlewood

maksimal operatérﬁ

Mf (x) = SEE|B( o L(Xr)

olarak tanimlanir.

(Vdy (@

Burada B(X,r), X merkezli ve yaricap1 r olan

yuvarlar1 (ball) goéstermektedir. Supremumda
bu yuvarlar veya buna denk olarak r’ler
iizerinde alinmaktadir.

Maksimal Operatoriinii tanimlamanin birden
fazla yolu vardir. Ornegin X -merkezli yuvarlar
yerine X noktasini igeren yuvarlar (merkezi
olmayan maksimal operatdr) ya da yuvarlar
yerine eksenlere paralel kiipler alinabilir. Cogu
zaman bu degisikliklere ragmen bu maksimal
operatorler aslinda birbirine denk olurlar. Eger
bunlar yerine eksenlere paralel dikdortgenler
kullanilirsa degisik sonuglar elde edilir [1, 4].

2. HARDY-LITTLEWOOD
MAKSIMAL OPERATORUNUN
KLASIK OZELLIKLERI

Bu operatoriin ilk goze carpan bazi dzellikleri
sunlardir [2] :

i) Mf (x) >0, Mf (x)bazi noktalarda veya her
yerde sonsuz olabilir ve Mf (x) = |f (x)| “dir.

ii) Lokal olarak integrallenebilen herhangi bir
fonksiyon i¢in tanimlidr.

iii) Sublineerdir,yani M f +g <Mf + Mg
Simdi maksimal operatdriin bir &zelligini
belirten bir tanim verilecektir. Bir X
topolojik uzayi iizerinde bir f : X — —o0,00
fonksiyonu verilsin. Eger

i) her bir ceRigin xeX:f(x)<c
kiimesi kapali kiime ( ya da buna
denk olarak

xe X : f(X)>c acik kiime) ise,
bu fonksiyona asagi yarisiirekli
(lower semicontinuous),

ii) her bir ceRigin xeX:f(x)>c
kiimesi kapali kiime ( ya da buna
denk olarak

xe X : f(x)<c agik kiime) ise,
bu fonksiyona yukari yarisiirekli (
upper semicontinuous) denir [1].

Dikkat edilecek olursa f el (R") igin
MF (x)

fonksiyonu R"’de asag yarisiireklidir. Bundan

Hardy-L.ittlewood maksimal

dolay1 R" de &lgiilebilir bir fonksiyondur.
f:R— 0,0

1 Xe 0,e’ ise

f(x)=1{xIn?x (1.1)
0 x diger yerlerde ise

Analiz  — kullanilarak

f € '(R) oldugu halde, her r >0 igin

integral  bilgileri
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L(O]r) MF (X)dx = oo

gosterilebilir ~ [5].  Hatta f

fonksiyonlari, smirli ve integrallenebildigi

oldugu

halde bu fonksiyonlarin Mf (X) operatériiniin
integrali oo oldugunu gosteren Ornek coktur.

Ornegin  f, 0,1 araligmin karakteristik

fonksiyonu iken, X >1 i¢in Mf (x) :2i olur.
X

Bu 6rnekler

IMF sy <]

L(R) L(R)

esitsizliginin daima saglandigin1 sdylemenin
yanlis oldugunu goéstermektedir.

l<p<wo ve f, R"de olgiiebilir bir

fonksiyon olsun. Eger
supﬂ‘ xeR":|f(x)|>2 ‘%’ <C <o (1.2)
>0

olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti varsa, f

fonksiyonunun R"’de zayif L° uzayma ait
oldugu soylenir [6].

T sublineer bir operator ve 1< p,q<o0
olsun. Eger T, L°(R")’den zayif L*(R")
sinirlt bir operatér ve buna denk olarak
herhangi A >0 i¢inve f e L’(R") iken

q
n. C
‘XER.PTUN>A‘S(ZHHMWHJ 13
olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti var ise T ’ye

zayif tip Pp,q

l<p<o igin siirhligim ifade eden inli

denir [6]. Bu operatoriin

Hardy — Littlewood-Wiener teoremi ve p=1
icin ifadesi asagidaki gibidir

Teorem 1.1 [2]: Eger p>1 ve f eL’(R")
ise bu durumda Mf hemen hemen her yerde
sonludur.

i) Eger fel'(R") ise bu durumda her
A >0 igin

1 X (MF)(X) > A s%“”f (L4)

L'(RY)
i) Eger l<p<ow ve fel’(R") isebu
durumda Mf € L°(R") olur ve

M | (1.5)

pn <ol
olur. (1.4) esitsizliginde M operatorii zayif tip
11 ‘dir. Yani M operatorii ' ‘den zayif !

uzayma smmirlidir.

(1.5) esitsizliginin ~ ispati  Marcinkiewicz
interpolasyon teoreminden yapilir. (1.1) de M
operatoriiniin lokal olarak
integrallenemeyebilecegi goriilmektedir.
Asagida verilen teorem, hangi durumda M
operatoriiniin lokal olarak integrallenebilecegi

ile ilgili olarak faydali bir durum sunmaktadir.

Teorem 1.2 [6]: f e L'(R") ve

f(X)|:{In|f(x)|, [f(x)[>1

In*
0, |f(x)|s1

(1.6)
olarak tanimlansin.
i) Eger
j | £ ([In* | ()] dx <0 (L.7)
Rn

ise Mf e &

loc

(R") olur.

ii)Eger  f’nin  destegi  (support)  bir

B yuvarinda ve Mf e L*(B) ise bu durumda
JIf e[ f (0] dx < o0 (1.8)
B

olur.

2. HARDY-LITTLEWOOD
MAKSIMAL OPERATORUNUN
REGULARITE OZELLIKLERI

Sobolev uzayi ( ileride tanimi yapilacaktir) ve
kismi diferansiyel denklemlerin uygulamalari,
maksimal  operatoriinin ~ fonksiyonlarinin
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diferansiyellenebilme ozelliklerini,

diizgiinliigiinii nasil  korudugunu bilmenin
faydali olacagini isaret etmektedir. Genel olarak
diferansiyellenebilir bir fonksiyonun maksimal
fonksiyonu diferansiyellenebilir degildir [7].

Oncelikle WP (Q € R") ile gsterilen Sobolev
uzayi, 1=1,2,3,...,n i¢in ilk zayif kismi D, f,
tirevleri ve kendisi L°(Q)’da olan (yani
D.f e L°(QQ) ve f eL’(Q)) fonksiyonlardan
olusur [11].

Df = D,f,D,f,...,D,f olmak  {izere
( f ’nin zayif gradiyeni) bu Sobolev uzayindaki

bir fonksiyonun normu
1L, =01, +1Df], (2.1)

olarak tanimlanir.

Kinnunen, Hardy-L.ittlewood maksimal
icin - W*"(R") de

sinirlt  oldugunu  goéstermistir.  Kinnunen’in

operatorinin 1< p <o
teoremi su sekilde ifade edilebilir:

Teorem 2.1 [7]:1<p<o olsun. Eger
f eW"?(R") ise bu
Mf EWl’p(Rn) ve i=12,..,n icin R" de
hemen hemen her yerde |D,Mf|<MD;f olur.
Buradan (1.5) den i=12...,n igin

o], <c,,IDl, 22

durumda

olur.
Daha sonra, Tanaka p =1ve n=1 igin

Kinnunen ‘in teoremini daha da gelistirmistir.
Tanaka’nin teoremi soyledir:

Teorem 2.2 [8]: Eger f er’l R ise bu

durumda D,Mf integrallenebilir fonksiyon ve

|o ™t | <2pf]
(23)

olur.

Daha sonra Kinnunen ve Lindquist, lokal
Hardy-Littlewood  operatoriinin =~ Sobolov
uzaymnda smirli oldugunu gosterdiler. Bu
teoremi ifade etmeden Once bazi tamimlar

verilmelidir. Q, R" Oklid uzayinda bir acik
kiime; f:QQ—> —o0,00 lokal  olarak
integrallenebilir ~ bir  fonksiyon  olsun.
Supremum 0 <r <dist(x,0Q) (dist(x,0Q)

ile X’in Q’ nin smirma olan uzakhigi kast
edilmektedir) sartin1  saglayan tim r’ler
tizerinde alinmak tizere (Q ’nin i¢inde bulunan

tim B X, r
M,f:Q— 0,

Hardy—L.ittlewood
fonksiyonu

yuvarlari iizerinde),

olarak gosterilen local

maksimal

1
B(x,r)
olarak tanimlanir [9]. Buradan lokal maksimal

fonksiyonunun bdlgeye de baghh oldugu
goriilmektedir.

M, f(x)=sup

[ 15y

B(x,r)

Teorem 23 [9]: 1<p<o olsun. Eger
f eW"?(Q) , bu durumda M, f eW"?(Q)
ve hemen hemen her XeQ icin
|DMQf(x)|§2MQ|Df|(X) (2.4)
olur.

Bu uzay lizerinde bir f fonksiyonuna verilen
norm

[l o =1 fl,0+IDf g - (25)
seklindedir.

3. HARDY-LITTLEWOOD
MAKSIMAL OPERATORUNUN
DEGISKEN USTLU LEBESGUE

UZAYINDAKI OZELLIKLERI

Simdi de degisken {istlii Lebesgue uzayinda
maksimal fonksiyonunun sinirliligi esas olarak
ne durumda, ona bakalim.



Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii Uzerindeki Calismalarin Incelenmesi

p:R"— Lo  olgiilebilir bir fonksiyon
olsun. LPY(R) ile gosterilen degisken iistlii
Lebesgue uzay1 4 >0 igin

[1£09/4dx <0

Rﬂ

sartin1  saglayan fonksiyonlardan olusur. Bu
uzaydaki bir fonksiyonun normu

| ]l =inf {1 >0: [ (/4" dx 31} 3.1)
-

ile tanimlanur.

Daha oOnce, p sabit iken 1< p<o igin
maksimal fonksiyonunun sinirli oldugu ifade
edilmisti.

p_.=inf p x :xeR" ve

p"=sup p X :xeR"

olarak tanimlansin.

Teorem 3.1 [10]: Eger 1< p_ < p* <o olsun
ve p

c 1
|p(X)— p(y)| S—l; |X—y| ==
2
In——
[x=y]
(3.2)
olarak tamimlanan log-Holder sartim ve P
kompakt bir kiimenin diginda sabit olursa bu
durumda maksimal fonksiyonu LPY(R") de

siirli olur.
Teorem 3.2 [10, 11): p iizerinde (3.2) ve

ikinci sart

|p(x)-p,|< (p,>1 (33)

In e+|x|
olursa yine maksimal fonksiyonu L°Y(R") de

sl olur.

Daha sonra, (3.3) kosulu, bunlardan bagimsiz
olarak A. Nekvinda tarafindan iyilestirildi [12]:
dc>0

Cl/\p(x)—p(oo)\dx <o
p(x)=p (=)

4. HARDY-LITTLEWOOD
MAKSIMAL OPERATORU ICIN
DENK LOGARITMIiK KOSULLAR VE
ONLARIN iKi AGIRLIKLI
KESTIRIMLERE UYGULAMALARI

Bu bolimde denk logaritmik kosullardan soz
edilecektir. Boyle kosullar son zamanlar
maksimal fonksiyonun sinirliligi ¢alismalarinda
¢ok yaygin kullanilmaktadir [10, 13, 14, 15, 16,
17, 12]. Belli oldugu gibi [14, 15, 17], eger list

p:QQ— Lo bir fonksiyon, g sonlu
varyasyona sahip  bir  Borel
l<p <p(X)<p" <o, Q -smirh bolge ve

Olclimii,

asagidaki agirlikli logaritmik kosulu saglanirsa,

maksimal fonksiyon L°Y uzaylarinda siirh
olur:
3C >0 her Qc Q kiip ve her X,yeQ;

mmsgmm

|p() - p(y)|< (4.1)

_c
—Inu(Q)

kosulu saglaniyor.

Tanim 4.1. z bir Borel 6l¢iimii olmak tizere,
3C>0 her kip Q ve Q =2Q icin
1(Q)=Cu(@Q)

ozelligini saglarsa bu olgiime iki kat (doubling
condition) oOl¢iim denir. Bu smif Ol¢iimler
kisaca 1 € D, ile belirtilir.

Tamm 4.2. 1 bir Borel dl¢limii olmak tizere,

eger her kiip Q<" icin ve onun her alt
kiimesi E < Q i¢in asagidaki kosul saglanirsa,
& <C (ET
#Q Q|

0 zaman u Olgiiminin A kosulunu sagladig
soylenir. Bu ifadede C >0,0 >0 sabitleri Q
kiipiine ve E kiimesine bagli degil. Burada |E|
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isareti uygun kiimenin Lebesgue Ol¢limiinii
gosterir.

Bu c¢aligmada biz iki kat sartin1 saglayan
Olciimler icin (4.1) kosulunun, iyice taninan,
(3.2) logaritmik kosuluna denk oldugunu
ispatlayacagiz.  Bununla da  maksimal
fonksiyonlar i¢in iki agirlikli kestirimler igin
daha dogal ve kolay kontrol edilebilecek
kosullar elde edilecektir. Baska bir deyisle,
makalenin 6nemli sonuglar1 asagidaki iki
teoremdir.

Teorem 4.1. Eger x Borel  &lgiimii

pueD, ve u 0" =oo sartlarini saglarsa, her
p:0"— Lo
(4.1) kosulu (3.2) kosuluna denktir.

Olciilebilir fonksiyonu igin

Ispat. Once, (3.2) > (4.1) ispatlayalm. Q bir
1
kiip olsun, oyle ki u Q <E ve X, Yy noktalar1

bu kiipiin herhangi noktalar olsun. Ispatlayalim
ki, (4.1) kosulu saglanir.

1
IO:sup{I Q1 Q SE} olsun.
O zaman y E, =oo oldugu i¢in |, <oo. Q,
1
kipi ¢ Q, SE sartini  saglayan ve Q

kiipiinii icine alan ve kiiple aym1 merkezi
bolisen bir kiip olsun. Agiktir ki, 1(Q,) <I,.

1
Eger |x—y|< 5 0 zaman pe D, kosulu ile

diyebilirizz3a >1,C, >0

#Q ZC{IQ J veya
1 Q I Q

2 v
I Q S[C_'u QJ I Q, . (4.2)

Yo
O nedenle, |x—y|< IO(EJ u Q¥
Cl
] 2)2
Eger £ Q < olursa
Cl

C Ca 2Ca
[p(X)- p(y)| s ——< <
1 1 1
In h——+alnl,- C/2 Ih——
=y " Q #Q
elde ederiz. Biz C, sabitini istenilen kadar
. L 2 1
kiigiik kabul edebiliriz, bu nedenle >—
1
yazabiliriz.  Boylece, her X,yeQ e
|X— y| < l icin
2
2Ca
[P0~ p(y)| < ——7—.
In
mQ

1
buluruz. Simdi deX,yeQ ve |X—y|ZE,

1
i Q < > O zaman (4.2)’den yararlanirsak,

c(Ix-y)V _c(1Y
> —=| 22| —| =0,.
#Q 2( l, } Z[ZIOJ %o

1
Boylece, her X,yeQ ve u Q SE igin

[0~ p(y)| < — 22—

In
H1Q
Elde ederiz. Burada,

C,=2Ca+(p" - p’)lni.

Oy
(3.2) > (4.1) ispatlandi. Simdi de (4.1) —
(3.2) oldugunu ispatlayalim. (4.1) kosulunu
varsayalim. x €D, kosulu ile asagidaki

esitsizligi soyleyebilirizz 3C, >1,36 >0 her
ayn1 merkeze sahip Q',Q kiipleri igin
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B
#Q) _ ¢ LM]

#Q Q]

(4.2)

esitsizligi yer alir. lleride biz oyle bir
d, =d,(,,5,C,), d,<l, sayismi bulacagiz
kiher X,y eR", |[x—y|<d, igin

[P~ ply)| < —2—

In
[x=]
esitsizligi saglanacaktir. Gergekten de, eger

X,y keyfi noktalar, |x—y|<d,, Q ise bu

noktalar1 igeren en kiigiikk kiip olursa d, <I,

1
sayisinin segimine dayanarak z(Q) SE elde

ederiz. (4.2) esitsizliginde Q' yerine Q, Q

yerine Q, alirsak

o
#(Q) C£|Q|J 4.3)
HQ,) Q
elde ederiz. (4.3) ten buluruz:

x=y)"

1(Q)<C; 2[ 1 (4.4)
Simdi, (4.1) kosulundan ve (4.4)’ten
yazabiliriz:

C C
[PO) - p(Y)| < — SI 2T

n n———
1#(Q) C, |x— y|5
(4.5)
2

C 1-26
Eger [|x—y|< 2I‘) olursa, (4.5)

2C
1
In
x-y]|

ifadesinin  sag yani sayisini

asmayacaktir. Demek,

segersek, |X - y| <d, i¢in

[P~ p(y)| < —2—
In
[x=y]

esitsizligini elde ederiz.

1
Eger d, <|X—y|S§ olursa asagidaki gecis
agiktir:

(b -p)in
[P -p(y)[<p'—p < T

x=y]

Baoylece, C, =2C+(p"—p7)In di secersek,

0

1
her |X— y| < E sartim saglayan X,Y igin

()~ p(y)| < ——

n -
[x=y]

esitsizligini elde ederiz. Baksa bir deyisle, (4.1)
— (3.2) ispatlandi.
Teorem 4.1 ispatlandi.
Teorem 4.1°i uygulayarak ve [17,Teorem 3.1]
den vyararlanirsak, asagidaki Teorem 4.2
ispatlamis oluruz.

Teorem 4.2. p:[0" —[Lo0) bir olgiilebilir
p >1 olsun ve (3.2), (3.3
V,0:[0" —(0,)

fonksiyon,

sartlarimi saglasim.
oOlciilebilir fonksiyonlari
vo=o? " e L,c Ve asagidaki sartlar
saglasin:
1) ceA,;
2) 1+|X| Toe A,

yeterince biiyiik sayidir)

( m>0 -
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3) 3C >0 hercup Q1" igin
p(X)

v 1 ody dx<C |odx sarn
Q
Q Q Q

saglanilir,
4) 3C >0 her kiip Q <1 " icin

p(0)
.[v 1+]X] B [é Iadyj dstI1+|x| " odx
Q 9 Q

sart1 saglanilir.

O zaman, Oyle baska bir C, sabiti vardir ki
maksimal fonksiyon i¢in asagidaki iki agirlikli
esitsizlik dogru olur:

Hvl/p(-)Mf 0 Sclua)l/p(-)f

LPO)

Teorem 4.2’nin ispat1 [17, Theorem 3.1] deki
ile aynmidirr. Sadece, orada (3.2) kosulunun
yerinde (4.1) kosulu bulunuyor. Biz ise Teorem
4.1'e dayanarak bu kosullarin denk oldugunu
ispatladik. Boylece, [17] deki 6nemli sonucun
kosullarindan birini sadelestirmis olduk.
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